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telt worden (Kurve a in Abb.5). Die U"bereinstim-
mung der beiden Kurven ist recht gut. Fiir die y-
Werte der Familie 0,4 wiirde man in entsprechen-
der Weise die Kurve b der Abb.5 erwarten. Man
erhélt aber, wie Kurve b in Abb.7 zeigt, im all-
gemeinen wesentlich hohere Werte. Bei der Be-
rechnung der Kurve b in Abb.5 war man davon
ausgegangen, dall die Kerne von 0,u in solche
Kerne zerfallen (2. g). die vermutlich den Spin Null
haben und denen deswegen auch der Wert y =0
zugeschrieben wurde. Wenn man nun aber nach
dem hier genannten Verfahren y-Werte fiir 2,9
ausrechnet, so erhilt man die Werte der Kurve ¢
in Abb.7. Hiernach haben die Kerne Bel0, C14,
O18 und Ne22 y-Energien von 2—3 MeV. Erst ab
Mg26 ist auch y = 0 oder nur wenig von Null ver-
schieden. Die Kurve b in Abb. 5 gibt dann recht gut
die Differenzen zwischen den Kurven b und ¢ der
Abb. 7 wieder. Die Spinenergie von C10 liegt wohl
innerhalb der Fehlergrenze mit auf der Kurve c.

Dieses Resultat ist iiberraschend, da man bis-
her annehmen mufite, dal die Kerne 2.g mit s =0
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auch wirklich die Spinenergie 0 besitzen. Es er-
hebt sich daher erneut die Frage. ob den Kernen
Be10, C14, 018 und Ne22 wirklich sowohl die Eigen-
drehimpuls-Quantenzahl 0 als auch die Bahndreh-
impuls-Quantenzahl 0 zuzuordnen ist. Aus der
weitgehenden Ahnlichkeit der Kurven fiir 1.« und
—1.g in Abb.6b kann man ohne groBen Fehler
eine y-Energie fiir Al25 von 3,6 £ 0,2 MeV ablei-
ten. Mit diesem Werte ergibt sich aus Mg2+ + p
ein Wert fiir die Masse des oben schon vermuteten
AJ?% mit etwa 8 sec Halbwertszeit von 24,9991.
Die maximal migliche kinetische Energie der 3-
Strahlen wire dann etwa 3,2+ 0,2 MeV, durch-
aus in guter Ubereinstimmung mit dem aus Abb.3
interpolierten Werte von 3,5+ 0,3 MeV. Fiir Al26
kann man aus Kurve b der Abb.7 mit etwas gerin-
gerer Genauigkeit einen x-Wert von 2,34+0,5 MeV
ablesen. Mit Hilfe von A126 -+ 5= A127 und unter Be-
nutzung des Wertes von 2,0 MeV fiir A127 erhilt man
fiir die Masse von A126 den Wert 25,9933+ 0,5 TME.
Die maximale 3+-Energie konntedann 1,9+ 0.5 MeV
betragen.

Uber die statistische Mechanik reguldrer und irreguldrer Losungen

Von ArRNOLD MUNSTER
Aus dem Chemischen Institut der Universitit Heidelberg
(Z. Naturforschg. 3a, 158—172 [1948]; eingegangen am 10. Januar 1948)

Es wird eine Methode entwickelt, die unter gewissen Voraussetzungen eine nihe-
rungsweise Berechnung der Verteilungsfunktion fliissiger Gemische von heliebig vielen
Komponenten beliebiger Molekiilgrofie und -gestalt ermoglicht. Vorausgesetzt wird,
dall 1. eine Komponente, das Lisungsmittel, zu mehr als 50% der Gesamtmasse vor-
handen ist, 2. die Molekiile des Losungsmittels nicht groRer als die der iibrigen Kom-
ponenten und annidhernd kugelférmig sind, 3. zwischen den Molekiilen keine weit-
reichenden Krifte auftreten. Das Ergebnis wird auf die Probleme der streng reguliren
bindren Losung sowie der mono- und polydispersen Losung hochpolymerer Fadenmole-
kiille angewandt. Im letzteren Falle ergibt sich, daf die thermodynamischen Eigen-
schaften im allgemeinen von der Verteilung der Polymerisationsgrade abhingen.

Is reguldr wird nach Hildebrand?® eine
Losung bezeichnet, deren Verdiinnungs-
warme
A, +0 (1)
ist, wihrend fiir die Verdiinnungsentropie

18, = — R Iny,, )

(~, = Molenbruch des Loésungsmittels LM. R =
Gaskonstante) gilt. Dagegen gilt bei irreguliren

tJ,S. Hildebrand, J.
66 [1929].

Amer. chem. Soc. 51,

Losungen die Beziehung (1); es ist aber
Asy &+ — I Inw, . (3)

Das Auftreten einer von Null verschiedenen
Verdiinnungswirme beruht auf zwischenmoleku-
laren Wechselwirkungen, die man gewdhnlich
unter dem Begriff der Solvatation zusammenfafit.
In der statistischen Mechanik ist dieselbe da-
durch definiert, daf fiir eine beliebige Konfigura-
tion des Systems die Vertauschung zweier ver-
schiedener Molekiile eine Anderung der potentiel-
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len Energie bewirkt. Da die statistische Berech-
nung der thermodynamischen Eigenschaften einer
Losung im wesentlichen auf die Ermittlung der
Verteilungsfunktion der potentiellen Energie des
Gesamtsystems

B(T)=/...[exp(—E/kT)dv )

(E = potentielle Energie des Gesamtsystems,
k = Boltzmannsche Konstante, T = abs. Tempera-
tur, dr = Volumenelement des Konfigurationsrau-
mes) hinauslduft, erkennt man leicht, dafl die Be-
riicksichtigung der Solvatation das Problem
aubBerordentlich kompliziert. Wéhrend man sich
im Falle Ay, =0 (idealeund athermische Losung)
mit einer bloBen Abzihlung der Konfigurationen
begniigen kann, muf} jetzt eine Integration bzw.
Summierung des Ausdrucks exp (—E/kT) iiber
alle Konfigurationen ausgefithrt werden. Es las-
sen sich jedoch Wege zur Losung der Aufgabe
finden, wenn weitreichende Kréfte zwischen den
Molekiilen ausgeschlossen werden. In diesem
Falle setzt sich E additiv aus den Anteilen kleiner
Molekiilgruppen zusammen; es bleibt dann als
wesentliche Aufgabe noch die Abzéhlung der

Konfigurationen, die zu bestimmten Zahlen der

ins Auge gefaliten Gruppen gehoren.

Auf dieser Grundlage wurde das Problem von
Guggenheim? fiir den Spezialfall der sog. streng
reguliren bindren Losung (strictly regular binary
solution) behandelt. Charakteristisch ist fiir diese
Theorie, dal einmal die Energie bereits als in Mole-
kiilpaaren additiv angenommen wird, und ferner, daB
die Abzihlung der zu den verschiedenen Paarzahlen
gehorigen Konfigurationen nicht wirklich durchge-
fithrt, sondern durch eine Mittelwertbildung ersetzt
wird. Fiir den Mittelwert stellte Guggenheim zu-
nichst rein heuristisch eine Beziehung auf, die wegen
ihrer Ahnlichkeit mit dem Massenwirkungsgesetz als
quasichemische Gleichung bezeichnet wird. Rush-
‘brooke3 zeigte spiter, daB sich dieselbe (in kor-
rekterer Fassung) mittels des Betheschen Nihe-
rungsverfahrens* exakt begriinden laflit. Guggen-
h-eim?3 selbst gab eine etwas andere Ableitung, die
aber im wesentlichen auf dem gleichen Prinzip wie
die Bethesche Methode beruht. In dieser Arbeit wurde
die Theorie fiir beliebig viele Komponenten formu-
liert. Fiir bindre irregulire Losungen von Faden-
molekiilen wurde eine Verallgemeinerung der quasi-

2 E.A.Guggenheim, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A 148, 304 [1935].

3 G.S.Rushbrooke, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A 166, 296 [1938].

4+ H. Bethe, Proc. Roy. Soc. [London] Ser. A 150,
552 [1935].

5 E.A.Guggenheim, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A 169, 134 [1939].
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chemischen Gleichung nach der Betheschen Methode
von Orr¢ entwickelt. Guggenheim? verallgemei-
nerte die quasichemische Gleichung fiir Systeme von
beliebig vielen Komponenten beliebiger Molekiilgro-
fen. Die Anwendbarkeit dieser Theorie wird aber da-
durch eingeschrinkt, daf sie einerseits nur fiir glatte
oder verzweigte Ketten, aber nicht fiir geschlossene
Ringe und kompakte Molekiile gilt, andererseits die
Gleichungen sich fiir hohere als bindre Systeme nur
in nullter Niaherung explizit auswerten lassen.

Die Annahme, daB E in Molekiilpaaren additiv
ist, setzt voraus, daf das zwischenmolekulare
Potential kugelsymmetrisch ist. Es ist leicht ein-
zusehen, daBl dies sehr hdufig auch nicht an-
nahernd der Fall ist, selbst wenn die Molekiil-
gestalt nur wenig von der Kugelsymmetrie ab-
weicht, wie etwa bei CH,OH. Wird ein solcher
Stoff in einem unpolaren LM (Kohlenwasserstoff)
geldst, so besteht eine Tendenz, dal sich mog-
lichst viele polare Gruppen gegenseitig ..absétti-
gen‘; in einem polaren LM ist das Gegenteil der
Fall. Ein extremes Beispiel fiir dieses Verhalten
liefern die Seifenmicellen. Die Energie solcher
‘Gruppen kann nicht additiv aus der Wechsel-
wirkungsenergie der Paare berechnet werden,
weil dieser Begriff selbst nicht eindeutig definiert
ist, sondern von der Orientierung der Molekiile
abhéngt. ’

Imgfolgenden wollen wir versuchen, eine Me-
thode zu entwickeln, welche von den erwéahnten
Beschriankungen frei ist und gleichzeitig eine
direkte Berechnung der Verteilungsfunktion er-
moglicht, so daB der Umweg iiber die ,.grofle Ver-
teilungsfunktion® (grand partition function)®,
welche das Dampfdruckgleichgewicht einschliefit,
entbehrlich wird. Wir werden die Rechnung gleich
fiir eine beliebige Zahl von Komponenten durch-
fiithren, was hier keine wesentliche Komplikation
bedingt und zu expliziten Formeln fiihrt.

I. Die Verteilungsfunktion der potentiellen
Energie des Gesamtsystems

d) Der allgemeine Ansatz

Wir betrachten eine fliissige Mischung von
i + 1 Komponenten. Eine derselben soll in grofe-
rer Menge, sagen wir, zu mehr als 50% der Ge-
samtmasse, vorhanden sein. Wir nennen sie das

¢ W. J. C. Orr, Trans. Faraday Soc. 40, 320
[1944].

7E.A.Guggenheim, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A 183, 213 [1944].

8 R. H Fowler, Proc. Cambridge philos. Soc.
34, 382 [1938].
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LM und bezeichnen sie mit dem Index 2. Die
Molekiile der iibrigen ¢ Komponenten, die wir mit
den Indizes 11 bis 1¢ bezeichnen. sollen nicht
wesentlich kleiner sein als die des LM, die wir
als anndhernd kugelférmig voraussetzen; im
tibrigen ist ihre Gréfle und Gestalt beliebig. Fer-
ner setzen wir voraus, dall keine weitreichenden
Krifte zwischen den Molekiilen auftreten, eine
energetische Wechselwirkung also nur zwischen
unmittelbar benachbarten Molekiilen stattfindet.
Noch préziser ist die Formulierung, daB in der
Wechselwirkung weiter entfernter Molekiile keine
Unterschiede zwischen den verschiedenen Kom-
ponenten bestehen (wenn auf ,Bausteine® glei-
cher Grébe reduziert wird)2 Die groBe Vertei-
lungsfunktion eines solchen Systems, das einen
Spezialfall der ,kooperativen Gesamtheiten®®
darstellt, konnen wir schreiben

E=2...3 3 HG¥G?B(T)I ¥ ji

Mo N Ny
(5)

Hier ist B(T) durch GI. (4) definiert. Die G sind
die Verteilungsfunktionen der inneren und kine-
tischen Energie der Molekiile; sie seien fiir alle
Konfigurationen des Systems gleich, Die 3* sind
die ,.absoluten Aktivititen**, die mit den chemi-
schen Potentialen durch die Beziehung

w="rk T Inj* 6)

zusammenhéngen, wihrend die
Aktivititen ¢ durch die Gleichung

gewohnlichen

w=p,(T)+kTlIna (6a)

definiert sind*, wo u, (T') eine fiir jede Tempera-
tur willkiirlich gewéhlte Grobe ist. Die N sind
die Molekiilzahlen, die sich bei der betreffenden
Konfiguration in der kondensierten Phase befin-
den. Da wir die statistische Untersuchung auf die
letztere beschridnken, bendtigen wir die dem
thermodynamischen Gleichgewicht entsprechen-
den Mittelwerte der N. Sie ergeben sich aus den
Gleichungen

Jdln =F

N= e ()

Je

* In der angelsiichsischen Literatur wird der Buch-
stabe & gebraucht, den wir in der Theorie der athermi-
schen Liosung bendtigen. Wir fiigen daher zur Unter-
scheidung einen Stern hinzu.

® R. H. Fowler, Statistical Mechanies, 2nd ed.,
Cambridge 1936.
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WO
E=J*G ®)

ist. Diese Mittelwerte, mit denen wir es im fol-
genden stets zu tun haben, werden wir von jetzt
ab nicht mehr besonders kennzeichnen. Das Pro-
blem reduziert sich somit, wie schon bemerkt, auf
die Berechnung von B (T) fiir die obigen Mittel-
werte. Wir konnen die Aufgabe weiter vereinfa-
chen, indem wir die Energie E in passender Weise
normieren. Offenbar besitzt E fiir gewisse Kon-
figurationen des Systems (wir verstehen darunter
letzt nur noch die kondensierte Phase) ausge-
prigte Minima, welche Gleichgewichtslagen der
Molekiile entsprechen. Wir nennen sie Standard-
Konfigurationen't und ihre Energie E,;,. Die
neueren Untersuchungen iiber die Struktur fliis-
siger Phasen rechtfertigen die Annahme, daf}
wir dieselben als verschiedene Besetzungen der
Punkte eines quasikristallinen Gitters darstellen
konnen. Streng genommen diirfen wir demselben
allerdings nur eine Nahordnung zuschreiben und
die Koordinationszahl z nur als einen Mittelwert
auffassen. Fiir das Folgende ist diese Einschrin-
kung zunéchst ohne Bedeutung. Die Molekiile des
LM werden dann je einen Gitterpunkt besetzen,
die tibrigen, je nach ihrer GréBe, einen oder meh-
rere. Aus der Gesamtzahl der Standard-Konfigu-
rationen greifen wir nun diejenigen heraus, bei
welchen alle gelosten Molekiile nur Molekiile des
LM als néchste Nachbarn haben. Alle diese Stan-
dard-Konfigurationen besitzen die gleiche Energie
E,. Fiir die iibrigen setzen wir

E =FE+E,. ©)

ml1

Alle Konfigurationen auflerhalb der Standard-
Konfigurationen kénnen wir als von den letzteren
ausgehende zwischenmolekulare Schwingungen
auffassen. Die dabei auftretenden Anderungen der
Energie der Standard-Konfigurationen héngen,
wie schon vor lingerer Zeit K. F. Herzfeld®
bemerkt hat, von der Art der letzteren ab; sie sind
daher bei der Berechnung von B(T) zu beriick-
sichtigen. Dieser Gesichtspunkt ist in den bisheri-
gen Untersuchungen vernachlissigt worden. Eine
genaue Ermittlung der zugehérigen Verteilungs-

* G.N. Lewis u. M. Randall, Thermodyna-
mik. Deutsch v. O. Redlich. Wien 1927.

R HFowler u. G.S.Rushbhrooke, Trans.
Faraday Soc. 33, 1272 [1937].

2 K. F.Herzfeld, Kinetische Theorie der Wirme.

Miiller - Pouillets Lehrbuch der Physik, Bd. 1112,
Braunschweig 1925,
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funktionen ist naturgemiB fiir eine fliissige Phase
aulerordentlich schwierig. Wir werden uns daher
mit einem einfachen quasikristallinen Modell be-
gniigen, welches die Art des Einflusses derselben
und die Bedingungen fiir die bisher benutzte
Niaherung erkennen la8t. Setzen wir fiir beliebige
Konfigurationen

E=E .+ AE, (10)

so konnen wir schreiben
B (T)=exp (— £ [k T) (11)
. S Sexp[—(E 4+ AE)/kT) dv.

Damit ist die Energie in der gewiinschten Weise
normiert: wir beziehen von jetzt ab alle Energien
auf das Niveau E . Thermodynamisch bedeutet
dies, dafl wir die unendlich verdiinnte Liésung als
Normalzustand*® fiir die Anderungen der par-
tialen Wéarmeinhalte wahlen. Fiir alle Standard-
Konfigurationen der Energie E hat auch AE den
gleichen Wert, der mit AE_ bezeichnet werde,
wihrend wir fiir die iibrigen jetzt AE_ schreiben
wollen. Dann kann Gl. (11) geschrieben werden

B(T)=exp (—E,|kT)
{/. .. Jexp (— AE, [k T) dv
+(rfs)- o Slexp [— (B, + AE) |k T]
—exp (—AE, [k T)] dr}, (12)

wo =, das Gebiet des Konfigurationsraumes be-
zeichnet, in welchem E,, # 0 ist. Das erste der
beiden Integrale enthilt die reine (athermischeB
Lagenstatistik des Systems, das zweite den Bei-
trag der Solvatation zu B (T). Zur Berechnung
der Verteilungsfunktion der athermischen Losung
sind verschiedene Methoden entwickelt worden.
Wir erwahnen die filling-up-Methode, die schon
Fowler und Rushbrooke® einfithrten und
die spéter von Flory?*, Huggins?* und kiirz-
lich wieder von G. V. Schulz® 117 benutzt
wurde, das Bethesche Niherungsverfahren *,
das zuerst von Chang® auf zweidimensionale

3 P.J. Flory, J. chem. Physics 10, 51 [1942].

“ M. L. Huggins, J. physic. Chem. 46, 151, [1942].

13 G. V. Schulz, Z. Naturforschg. 2a, 27 [1947].

6 G. V. Schulz, Z. Naturforschg. 2a, 348 [1947].

7 G. V.Schulz, Z. Naturforschg. 2a, 411 [1947].

3 T.S. Chang, Proc. Roy. Soc. [London] Ser. A
169, 512 [1939].
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Probleme, dann von Miller® 2 guf dreidimen-
sionale angewandt wurde, und schlieflich die
Methode der virtuellen Molekiile 2t 22, Da wir die
letztere fiir die weitere Rechnung benétigen, wol-
len wir sie kurz rekapitulieren. Eine eingehendere
Diskussion der Verhiltnisse bei hoheren Konzen-
trationen wird demnéchst erfolgen.

b) Die Zahl der Standard-Konfigu-
rationen der athermischen Losung

Bei einer idealen Loésung kann man die Zahl
der Standard-Konfigurationen bekanntlich in der
Weise ermitteln, dal man alle moéglichen Ver-
tauschungen zwischen den Molekiilen vornimmt.
Dieses einfache Rezept versagt, wenn die verschie-
denen Molekiile nicht mehr die gleiche Zahl von
Gitterpunkten besetzen. Man kann sich aber hel-
fen, indem man aus den Molekiilen des LM und
i—1geloster Komponenten Gebilde konstruiert, die
nach GroBle und Gestalt denen der i-ten Kompo-
nente gleichen und daher mit ihnen vertauscht
werden konnen. Wir nennen sie virtuelle Mole-
kiile; ihre Zahl sei A fiir die i-te Komponente.
Dann wird die Zahl der Standard-Konfigurationen

(N + 4)! N,

A1 (8]

Q=1I

Die Funktionen A; héngen von der GroBe, Ge-
stalt, Beweglichkeit'und Konzentration aller Kom-
ponenten ab. Nach ihrer Definition sind sie gleich
der Zahl der Anordnungsméglichkeiten fiir ein
Molekiil der i-ten Komponente im Gitter der
Losung, vermindert um diejenigen, die ganz oder
teilweise auf Gitterpunkte fallen, die bereits von
Molekiilen der i gelésten Komponenten besetzt
sind (soweit diese nicht selbst den Teil eines vir-
tuellen Molekiils bilden). Um die virtuellen Mole-
kiile abzahlen zu koénnen, miissen wir iiberein-
kommen, dafl sie jeweils von einem Gitterpunkt
aus nach einer festgelegten Vorschrift konstruiert
werden. Die Zahl der sich dabei ergebenden Mog-
lichkeiten sei f(2); (Guggenheim? bezeichnet
diese Grofe mit ¢;). Die durch Anwesenheit reel-

% A, R. Miller, Proc. Cambridge philos. Soc. 38,
109 [1942].

20 A, R.Miller, Proc. Cambridge philos. Soc. 39,
54 [1943]. R

2 A. Minster, Kolloid-Z. 105, 1 [1943].

2 A. Minster, Z. Naturforschg. 1, 311 [1946].

3 E.A.Guggenheim, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A 183, 203 [1944].
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ler Molekiile ausfallenden virtuellen Molekiile
konnen wir einteilen in solche, bei denen der Aus-
gangs-Gitterpunkt, und in solche. bei denen einer
der darauf folgenden Gitterpunkte besetzt ist. Der
letztere Anteil bedeutet, dafl in der Umgebung
eines reellen gelosten Molekiils (sofern dieses
mehrere Gitterpunkte besetzt) ein Gebiet existiert.
in welchem sich andere geloste Molekiile iiber-
haupt nicht oder nur mit bestimmten Orientierun-
gen aufhalten konnen. Wir bezeichnen diese Tat-
sache als Storungseffekt 22, Fiir verdiinnte Lo-
sungen von Fadenmolekiilen iiherwiegt er den
ersten Anteil bei weitem. Nach dem Vorstehenden
konnen wir fiir A; ansetzen

A =N+ Zn, N )@, — [2 n,0, N,
v v (14)

g T My NN N | @)

DO =

Hier ist n; die Zahl der Gitterpunkte, die ein
Molekiil der i-ten Komponente besetzt, o, ein
Reduktionsfaktor, der die Tatsache beriicksichtigt,
daB auch Molekiile der i —1 iibrigen gelosten Kom-
ponenten Teile virtueller Molekiile sein kénnen.
Fiir streng regulire Losungen (s. II b) .ist
o, = 0%; bei verdiinnten Liosungen hochpolyme-
rer Fadenmolekiile kann man mit ¢, =1 rech-
nen?®. %,(Nyy,... Ny, N,) ist eine Funktion der
Molekiilzahlen séimtlicher Komponenten, die durch
die Grobe, Gestalt und Beweglichkeit der ge-
losten Molekiile bestimmt wird. Fiir sehr ver-
diinnte Losungen nimmt sie einen Grenzwert an,
den wir frither® als Stérungsparameter bezeich-
net haben. Derselbe werde im folgenden einfach
mit a;; bezeichnet. Fiir die weitere Rechnung ist
es zweckmiiBig, noch zwei Grioflen zu definieren,
den virtuellen Molenbruch der Komponente ¢

1
y o= L 15
Y N 44 (15)
und eine Grifle
Vi 16
SN F e N, (16)

Fiir die streng regulidre Losung gehen beide in
den gewdhnlichen Molenbruch iiber.
auf die sich

2 Nur fiir die Komponente i, A, be-

zieht, ist stets o; = 1.

NSTER

c) Allgemeine Formulierung der
Verteilungsfunktion

Die Integrale der Gl. (12) lgssen sich allgemein
in der Weise berechnen, dal fiir jede Standard-
Konfiguration iber die zwischenmolekularen
Schwingungen integriert und dann iiber alle
Standard-Konfigurationen summiert wird. Das
zweite Integral kann dann geschrieben werden

[ ... flexp[— (B, + AE) |k T]
7g)

—exp (—AE [k T)} dv
=S lexp(—E_/kT) /... exp(—AE [kT)do

8

—/...fexp (—4E [k T)ds], (17)
wo do das Volumenelement des ,,Schwingungs-
raumes” einer Standard-Konfiguration bezeichnet.
Wir nehmen an, dab sich die Verteilungsfunktion
der zwischenmolekularen Schwingungen fiir jede
Standard-Konfiguration in Ny + 2 n; N;; Faktoren
I' separieren liaBt. Fiir jede Standard-Konfigura-
tion der Energie E, konnen wir alle I' als gleich
ansehen; diese Grollen mogen mit I', bezeichnet
werden. Im Gebiet =, ist ein Teil der Faktoren
['=+ T, . Die Zahl derselben (die fiir die einzelnen
Standard-Konfigurationen des Gebietes =, ver-
schieden ist) sei jeweils . Dann wird aus Gl. (12)

Ny+ S Ny
B(T)=exp(—E[kT) I, ©  (@+2),
(18)
WO -
) Zz(%s') lexp (—E_/kT) (L'|T)®— 1] (19)
ist.

Das Gebiet t, umfalt alle Standard-Konfigura-
tionen, bei welchen ..Gruppen* geloster Molekiile
auftreten, d.h. geloste Molekiile direkt benach-
barte Gitterpunkte besetzen. Wir ordnen diese
Gruppen nach Art und Zahl der darin vorkom-
menden Molekiile in Typen r; es seien I, Gruppen
vom Typus r bei gegebener Standard-Konfigura-
tion vorhanden. In einer solchen Gruppe mogen
t;, Molekiile der Komponente ¢ vertreten sein. Da-

mit geben wir der Gl. (19) die Form

7 = 291, I S . i

ll ]lr

(20)

: {exp [— 3 (S By ET)IL(L, T)" _1}.
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Hier ist g, die Zahl der Moglichkeiten, eine Kon-
figuration herzustellen, welche ! Gruppen vom
Typus r enthélt. Es ist r-fach iiber alle I. zu
summieren, Die folgende Summierung geht X/ -

i

fach iiber alle je v Konfigurationen der einzelnen
Gruppen. Das Summenzeichen in der runden
Klammer erstreckt sich iiber die [,-Gruppen vom
Typus r, das vor der runden Klammer iiber alle
r. Ej ist die Energie der [,-ten Gruppe vom
Typus r. m, die Zahl der Faktoren T', #+ 1T fiir
eine Gruppe vom Typus r. Die GréBen g, sind
in Wirklichkeit Mittelwerte iiber die je v Konfigu-
rationen der Gruppen. IThre Einfiihrung stellt das
erste Ndherungsprinzip der Theorie dar.

¢, 1aBt sich in zwel Faktoren zerlegen: die
Zahl der Herstellungsmoglichkeiten fiir [, Grup-
pen vom Typus r aus Z Ny; Molekiilen und den

1

..Losungsfaktor”, welcher die zugehoérigen Kon-
figurationen der Gesamtlosung angibt. Der erste
Faktor ist

I1 N, ,!

i

my,—3t

)

A T

163

wo o, die Symmetriezahl einer Gruppe vom
Typus r ist. Der Losungsfaktor lautet, wenn wir
die Gruppen als eigene Molekiilarten einfiihren
und beriicksichtigen, daBl ihre Zahl bei allen Ver-
tauschungen konstant gehalten werden mulb,

(V=2 6, L+ A0 g 4 any

11 I N, !
: ATt . A 2

Der Strich an den A" bedeutet, dafl diese fiir kon-
stante [, zu bestimmen sind, d.h. die den reellen
Molekiilen benachbarten Gitterpunkte diirfen bei
den Vertauschungen nicht besetzt werden. Bei
der Summierung iiber den Klammerausdruck der
G1. (20) ist zu beachten, dall bei gegebenen [, nur
solche Konfigurationen beriicksichtigt werden, fiir
welche samtliche E;: =+ 0 sind, damit keine mehr-
fachen Z&hlungen auftreten. Man erhélt dann fiir
den ganzen Faktor

13 [exp (— E*/ET) (L,] )" — 1]}%;11 ',

r Iur r

(21)

wenn @, die .lokale Verteilungsfunktion® einer Gruppe vom Typus r bezeichnet. Der allgemeine

Ausdruck fiir die Funktion Z lautet somit

| (N“.—Z f[.rlr + A\:)' (l + A,)!
Z=2 IH AT1 . AT1

Iy,

AV I ® irl (22)

“T2

' h (A\Yli—z tir Zr)' I Zr' I ol)l "

Wir betrachten zunéchst den Losungsfaktor. Auf Grund der Voraussetzung sind die Fakultéten-
ausdriicke stets grofle Zahlen. Wir kénnen daher die Stirlingsche Formel anwenden und erhalten fiir

den Faktor:

T exp [, £,0) 10 (V=3 6,0, + A) + 3] [, = 3 1, 1, ADJAT] — (N, — 24, 1)

AT exp |l In(, +A) + AL In [, +A)/A])—1} exp {N, In N,— N}

Dieser Ausdruck ist nicht ohne weiteres ver-
wendbar. Mit seiner Umformung fithren wir das
zweite N#herungsprinzip ein. Es besteht im
wesentlichen darin, dall wir bei der Abzihlung
der Konfigurationen fiir gegebene [, die Bedin-
gung konstanter [, nur fiir die Zahl der statisti-
schen Individuen, aber nicht fiir den Stérungs-
effekt beriicksichtigen. Die analytischen Bedin-
gungen dafiir lauten
‘\U + 4,

N s

<ln(N,—Zt, 1 +A),
(23)

+ A

wror

2

M= 21,0)" 2
A A

1 ¢

< N, (InN,—1), (24)
2 2

LTS (25)
A

Fiir verdiinnte Losungen ist die Giiltigkeit dieser
Beziehungen ohne weiteres ersichtlich. Um die Ver-
hiltnisse bei hioheren Konzentrationen zu iiberblik-
ken, schreiben wir zuniichst den expliziten Ausdruck
fiir A; an. Er lautet, wenn ¢; die mittlere Zahl der
freien (d. h. von LM-Molekiilen besetzten) Gitter-
nachbarn eines Molekiils der Komponente ¢ fiir ge-
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gebene [, ist und iiber die Konfigurationen der Gruppen gemittelt wird,

o/

<

.\; = (1\'2 + 2 n, A\'l o) f(z)' — [2 (ni, + q,)
: 5 1,
(N, —Z 4, D)+ 5 2o (N, —

wo die o’ und o (...) fiir konstante l. bestimmt sind.
Man sieht =ofort, dall fiir grofle kompakte Molekiile
n;>q; und oy (..) 2~ 0o (...) ist. Schlieflich ist
bei hoheren Konzentrationen o;,(...) ~ p) iyt SO
%
dalf man unbedenklich (23) als erfiillt ansehen kann.
Bei Fadenmolekiilen liegen die Verhiltnisse insofern
ungiinstiger, als hier in verdiinnter Losung ¢; > n;
ist. Da jedoch mit wachsender Konzentration im Mit-
tel I, und {;, wachsen, nimmt ¢; im Mittel ab. Hier
gilt ferner

B o) L@l ) <lE—2) @yl + oy
andererseits aber

a’" (...)< 7‘: a'ii, (...) tl.,r,

s0 dafl eine wenigstens teilweise Kompensation statt-
findet. Schliefilich ist zu beachten, dal}, wie demnéachst
gezeigt wird, die a (...) mit wachsender Konzentra-
tion stark abnehmen. Die Verwendung von (23) er-
scheint daher auch fiir diesen Fall gerechtfertigt. Bei

S R .
Nt g 2 Ny =2, 0, N =S,

2t 1

ir r? ‘\2’

1)

fi s Nz s L)n, /r] f(2),, (26

s
1r r’"‘\lz‘ =

einem Gemisch von Monomeren verschwinden alle
a;p(...), die oy (...) und o4, (...) sind relativ klein,
ferner ist n; = 1 und in verdiinnten Lésungen ¢; = 2.
In konzentrierteren Losungen nimmt dieser- Wert
wieder stark ab, so daBl man mit (23) rechnen kann.
(24) beruht auf einer mit dem quadratischen Glied
abbrechenden Reihenentwicklung des zweiten Loga-
rithmus (das lineare Glied verschwindet wegen des
folgenden Summanden). Bei Hochpolymeren unter-
liegt dieses Verfahren und die Giiltigkeit von (24)
keinen Bedenken, da hier in dem betrachteten Kon-
zentrationsbereich stets Ny; <€ N, ist. Bei Monomeren
gilt dies, wenn man Ny; —X #;,. 4. < Ny; voraussetzen

r
kann, was bei hoheren Konzentrationen fiir die Mehr-
zahl der Konfigurationen zutrifft. Die Giiltigkeit von
(25) beruht darauf, dal notwendig I, < Ny; ist.

s kann somit gesagt werden, dall die Giiltigkeit
der obigen Voraussetzungen iiber den Bereich der
verdiinnten Losung hinausgeht. Eine allgemeine
Grenze dafiir kann jedoch naturgemdl nicht ange-
geben werden. Diese Frage kann nur fiir den kon-
kreten Einzelfall entschieden werden.

Auf Grund der Voraussetzungen (23), (24), (25) konnen wir fiir den Lisungsfaktor schreiben

exp {2 A\vli In (Arli + L\i) + ‘2 Ai In [(‘\Yli + ‘/\5)/1\1']

r - - - - "‘;‘irlr ,l,.
+ N, In N, — 3 N — N TN+ A) ma;”.

Damit wird

Z = exp {2 Nu In (*\'1; +4)+ E A;ln [(‘Vu + Ai)/Az]

+ N, In N,— 3 N, —

. @)
II 1\71[! H xr

N‘Z} Z i .;('Zti,.—l)lr '
I;[ (A\li_ ‘:" tir lr) ! I;I [1' 2\TO

Hier ist in jedem Summanden unter dem Summenzeichen wenigstens ein [, # 0 und

” o . (28)

N, ist eine willkiirliche Konstante der GroBenordnung N, . fiir welche wir die Loschmidtsche Zahl

O

setzen konnen. Fiithren wir GL (28) und die mit Benutzung der Stirlingschen Formel umgeformte

Gl (13) in Gl (18) ein. so folgt
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N2+-S”z‘v1.

B(T)=exp(—E [ kT) T, exp {Z Jn (N, + M)+ S A I [(N,+4)/A]

i i (29)
l.
‘ H Arli ' H %;
V. > N —N. R LI SN —
+ N, In N, > N, 32} Z : SEa—y,
I;I(Nli—%‘ t,. 1) I;Il I Ny
Dabei sind jetzt im ersten Summanden alle I, = 0. Wir setzen nun
?
T Nu M ”rr
SSh,)y, P (Yo g) (80)

TN, =21, 4) LN

und erhalten als allgemeinen Ausdruck fiir die Vertellungsfunktion der potentiellen Energie des Ge-
samtsystems

. Nyt DNy
B(T)=exp(—E,/kT) I, i exp |3 N, In (N, + A) + AIn[(N,+4A)/4A] (31)
. 5 N2 InN,—3 N, — Nz} exp (N, 9)

i

d) Die Ermittlung der Funktion g
Wir suchen die Werte dieser Funktion fiir alle

Um einen analytischen Ausdruck fiir die Funk- y, — 1. Es ist zuniichst

tion g zu finden, bedienen wir uns einer Methode,

N, v i s L N N
die von Ursell? in die Gastheorie eingefiihrt 1 9oF —n (i ,i)t" F. (33)

wurde und die wir fiir beliebig viele Komponen- N ,7;2;

ten verallgemeinern?®. Die Benutzung dieser Me-

thode stellt das dritte Naherungsprinzip unserer Wir setzen

Rechnung dar. y,=expz, (34)
Wir fiihren zunichst fiir jedes N, eine Hilfs-

variable y, ein und schreiben die Summe der und filhren den Operator

Gl. (30) () _
Fx,, ) (32) b=t % 5 o (35)
Npi—Z b0, Z, —Z Ny,
I(y, N, r H(,{ Ny (N, DN, ‘ ein. Dann ist
— . 'l i . ) % . L ‘
Z I:[(Alt %‘tnlr)l}lr (7; i) 1‘ :A];iF' (56)
Aus Gl. (33) und (34) erhdlt man
1 JF 1 9 b1 1) 1,1 2 -
— = exp (—-—Et Z’)H( "—7_) (’*;’ “T—‘—v) ~N e (%/)
x\ 0 QA’_ \ (72 AO ‘\0 (7'4[, A\O AVO ()‘i
Aus Gl. (36) und (37) folgt
1 oF N t,—1 9, Ny 1 0\ (N 9,
- G- —exp (— 24, z)H( . )( £ N ﬁ,ﬁ-) (,,,7._ )I (38)
.L\O {)A i 4\ .L\ AO A\O AO ;\0 :\‘0 A\O
Setzen wir jetzt alle y, =1 bzw. alle z, = 0 und beniitzen GI. (30), so wird
N Nu b — 1 61‘ Nn 1 6;’ ‘ vli
=1~ — f,———él.g— ,77)...(—7,»——77,'——6”— ) —-:——6[g), (39)
%, ; UN 0 A 0 N 5 A P N 5 A ) A )
5 H, D. Ursell, Proe. Cambridge philos. Soc. % Fiir zwei Komponenten findet =ich die Rechnung

23, 685 [1927]. hei Ursell®
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wo die 3, auf alle rechts von ihnen stehenden
Funktionen wirken. Wir vernachlissigen jetzt die
Summanden (¢,,—1)/N usw. und 3/N,. Dann
folgt

N

A9 o ( 5 )fir 40
2 I,I N, ) (0)
Wir definieren jetzt eine neue Grofle
ho="2_344. (41)
i :\0 i
L]
Dann ist nach Gl (35) und (40)
Nu ; liy
h=— —2Xt xI1h'", (42)
i I\’() - irr i i
und wir erhalten
Y i, (43)
%, it

Diese partiellen Differentialgleichungen sind
unter der Voraussetzung (42) fiir die Randbedin-
gung g =0, x, = 0 zu lésen. Die Randbedingung
formuliert die bereits friiher®” in der thermodyna-
mischen Theorie der Solvatation benutzte Tat-
sache, dab fiir T — oo die Solvatation verschwin-
det. Die Losung wird in der Weise durchgefiihrt.
dab man zunichst aus Gl (42) die h; in sukzes-
siver Néherung als Reihe berechnet und jeweils
diese Werte in die Gl (44) einsetzt. Damit ist
gezeigt, daB die Darstellung Gl. (30) mit beliebi-
ger Niaherung moglich ist.

e) Der Giiltigkeitshereich
der Theorie

Da nach den Ergebnissen des vorhergehenden
Abschnittes die hier entwickelte Methode das be-
trachtete Problem nicht in geschlossener Form.
sondern als eine nach Potenzen der Konzentra-
tion fortschreitende Reihenentwicklung lost, ist es
zweckmélig, hier kurz die Frage nach dem Giil-
tigkeitsbereich der Theorie zu erdrtern. Soweit es
sich dabei um die Benutzung des Gittermodells
handelt, ist dieses Problem kiirzlich von Orr®
diskutiert worden: wir wollen daher an dieser
Stelle nicht darauf eingehen, sondern uns auf die
Frage beschriinken, fiir welchen Konzentrations-
bereich die Theorie anwendbar ist und wieweit

o=
27

A Miinster., Z Naturforschg. 2a, 284 [1947].
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man das beschriebene Niherungsverfahren fort-
zusetzen hat.

Am Anfang wurde festgesetzt, dab die als LM
bezeichnete Komponente zu mehr als 50% der
Gesamtmasse vorhanden sein soll. In Ic¢ haben
wir diese Voraussetzung zur Rechtfertigung eini-
ger wesentlicher Vereinfachungen benutzt. Trotz-
dem sind die Griinde dieser Beschrinkung primér
nicht mathematischer, sondern physikalischer
Natur. Die- Grundlagen der hier benutzten Be-
trachtungsweise, die Wahl der wunendlich ver-
diinnten Lésung als Normalzustand und die Ab-
zdhlung der Gruppen geldster Molekiile, haben
nur dann einen Sinn, wenn das LM eindeutig
definiert ist, was durch die obige Festsetzung er-
reicht wird. Allerdings kann man bei streng regu-
liren Losungen leicht die Funktionen fiir den ge-
samten Konzentrationshereich ermitteln, indem
man die Rolle des LM und der gelésten Substanz
vertauscht und einmal etwa die Lésung von A in
B, dann die von B in A betrachtet und evtl. im
mittleren Gebiet interpoliert, wie dies in anderem
Zusammenhang schon Fowler und Rush-
brooke® getan haben.

In der erwédhnten Beschriinkung liegt zweifel-
los ein Nachteil der hier entwickelten Methode
gegeniiber dem quasichemischen und dem Bethe-
schen Verfahren. Andererseits konnen nach dieser
Methode Systeme behandelt werden, bei denen die
beiden anderen vollig versagen. Dies gilt nicht
nur hinsichtlich der zwischenmolekularen Kriifte,
sondern auch im Hinblick auf die Molekiilgestalt
und die Zahl der Komponenten,

Wie weit man das N#herungsverfahren von I1d
fortsetzen muB, um einen vorgegebenen Konzen-
trationsbereich zu erfassen, kann (ebenso wie die
Frage, ob die beiden ersten Niherungsprinzipien
hier noch giiltig sind) nur fiir den einzelnen Fall
entschieden werden; es hiingt im wesentlichen von
dem Charakter der lokalen Verteilungsfunktionen
®, ab. Wir wollen im folgenden die Formeln his
zur 11. Niherung entwickeln. um die Methode und
ihre Anwendung auf konkrete Fille zu veran-
schaulichen.

f) Entwicklung bis zur Il. Ndherung

Wir haben Zweier- und Dreiergruppen zu he-
trachten. Die zugehorigen x, unterscheiden wir
durch die Indizes i. ", i”. je nachdem. ob gleiche
oder verschiedene Molekiile die Gruppe bilden.
Fiir die Auswertung der Grofien x, benitigen wir
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noch die Symmetriezahlen o, jeder Gruppe, die
in Tab.1 zusammengestellt sind. :
Aus GI (42) ergibt sich zunichst fir h; al

erste Naherung
h,= N,/ N,, (44)

als zweite
hi = Nli/‘\YO 1—2 ”iiNu/No_ %w %iw Nu'/No) ?
(44 a)

wo die Summe iiber alle ¢ mit Ausnahme desjeni-
gen, auf das sich h, bezieht, zu erstrecken ist. Fiir

In IT. Ndherung haben wir das System

..

X

A
M,

LX)

. 6%7
9”1'1'1'
%

“iit

73 T 7 ¥
= (N, /Ny (1—2;1”]\/”/2\0—-? %

¥

iy

Rz
In

Ji i

NN

= (N, Ny Ny | N) (1 —2 2, N, [N, — 3"

167

Gruppe

Q

i
2o
ii
1id
i
v
it

DO O = DD

Tab. 1. Symmetriezahlen.

die I. Ndherung lautet die Gl. (43)

% 7 % T A2
5o = MU o= Ny NN, 69)

ii ii

P e v v
A (N, N (1 —2 2, Ny Ny— 3, Ny I NG

=Ny N i'/N(z)) (1 =2, Nli/No_ %‘, i Ny o No) (1 — 2 %y Nn’/‘\vo_ Zi” %y N“/N()) ’

(45 a)

= (Nli/No)2(]in'/No) (1— 2 Kis Nlt/“\vo_zi,” Aiw *‘\ru'/No)-2 (1 —2 Aivis Nl i'/Nof %" Ay ‘\Yli/l\ro) ’

N,,|N)(1—2x,,N

.
it 1

/J\To— 22_” ”i/iNli/No)

(1 - 2 ni”i” Ar

14

/‘Vo— 2,” ”if'lei/No) :

Bei der Integration ist zu beachten, daB jeweils das Glied mit z; . ;die hochste Potenz von N,;/N
testlegt, die beriicksichtigt werden darf. Alle hoheren sind fiir die betreffende Naherung physikalisch
sinnlos und entfallen. Die Losung des Systems (45a) lautet dann

g= ‘? “ii(Nu/ N, )2 + ‘?/ %‘, i ‘Vu ‘Vu'/N?) + ? (‘\Yli/zv()f (”m—‘2 %?i)

0

s N2 r3 1
+ 21‘ ? 2 xiNli'/Ao)(”z‘ii/_gxiixiw—§

(46)

2 T T T A\ u P P
”n‘f) + 2;'” 2’2, (*\u"\ i/Z\n"/* 0) (’fn'iﬂ_‘iwﬁﬂi//) :

i i

Aus GL (30) und (46) folgt mit Benutzung von Gl. (15) und (28). wenn wir in dieser Néaherung

AL/ (Ny;+ A)) =1 setzen

o B(T)=—E kT + (N,+ =, N ) In I+ 3 N, In (N, + &) + 3 A, In [(N, +4)/4)]

T T T 1 T 1 T
+ AZ lnz\:?_? ‘\li_lv‘z_i_ ?2 %‘Ali?i‘ (I’iif+FZZ_;%AUA/;'/‘/;W(DH'W

—

st N T a A
‘i‘ § % *\u Vi (I’ii' (Di’i" ’

-1

wo jetzt die Summierung iiber alle Werte von i.

(47)

i, i (einschlieBlich i = ¢" usw.) geht und ®;,auch

den Fall ®;; einschlieBbt usw. Diese Form gibt noch nicht die reine Potenzreihendarstellung der Solva-
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tation®, Um sie zu erhalten, ist es notwendig, auch die y; noch zu entwickeln. Dabei haben wir
konsequenterweise nur die Stérung 1. Ordnung zu beriicksichtigen. Aus GI. (14) und (15) folgt dann

. 1 - .. .
(wenn I n, 0y Ny, gegen 5 I a;u ny Ny vernachléssigt wird )
y 7

)

T PR Y, "
“=rer Ny, (re Feen i 3y) =

und wir erhalten. wenn wir den athermischen Anteil von In B(T) zur Abkiirzung mit In B(T) ., be-
zeichnen.

InB(T)=InB(T)_ + I >y NN b, 4 1 Sy ai‘i”ni”NliNlianw b
= e 2 3 _ _— ( ;57
y ath 2 7 - f(z)i' (Af2+ Zi‘ni Ali) ii S f(z)i’ (]\72 + Z"i Nli)Q ii
1 N Ve Ny 1 Ny Ny N
+ 3 2232 e 2 ii'i”_72 ) : i : P Py
i (), 1 (2), (N2 + Z n, Nu) ioe e f(2), f @) (;’\‘2 + Z' n, l\”)
(49)
I1. Ubergang zur Thermodynamik. Einige Spezialfille
a) Ableitung der thermodynamischen Formeln
Aus Gl (49) erhilt man die Helmholtzsche freie Energie mittels der Gleichung
Gli T G? 7 =
AS=—kT %‘Nli(lnx—-—kl)—{—j\?(lni—}—l)—{—InB(l’,) (50)
und das thermodynamische Potential der Lésung aus
, 1
F= 44 7,p(1— 529 - (61

(V, = Volumen des Systems, wie AY auf den Druck p ~ 0 bezogen. » = Kompressibilitit). Alles wei-
tere ergibt sich durch rein thermodynamische Rechnung.

b) Streng regulédre bindre Lisung

Wir betrachten eine Mischung zweier Substanzen, deren Molekiile kugelf6rmig und von gleicher
Grole seien. Das Potential der zwischenmolekularen Kriifte sei fiir beide kugelsymmetrisch, so dal die
Energie in Paaren additiv ist.

Hier hat B (T),y, den Wert der idealen Lisung. es ist a; — 0, n;=1 und f (z); = 1. Bezeichnet ¢,
die Wechselwirkungsenergie eines Paares (bezogen auf E ). so ist die lokale Verteilungsfunktion der
Zweiergruppen

Dy =2 [exp (— & /kT) I,/ T, —1]. (52)

Setzen wir noch voraus, daB die niichsten Nachbarn eines Gitterpunktes nicht selbst niichste Nach-
barn sind. so gilt ferner fiir die Dreiergruppen

P, =220 —1)[exp(—2 &/RT) (I, 1) — 1]. (52 a)
Damit wird. wenn wir E, = % (N1 &0+ Ny e55) und I,V T o M0, setzen.

% Die athermischen Glieder werden zweckmilBig erst in den thermodynamischen Formeln entwickelt.
* Bei hochpolymeren Kugelmolekiilen ist dies nicht zuliissig,
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; § \r s o \Y i T % 4
:l.l{\ e+ Vg J;F—N, InG, v, — N, In G, v,

\ - 79
2 J.\ 1]+ \ 822 b/ \

2 kT I A e A

&/ T) I,/ T, — 1]

z N?
— 5 - l)m[exp (—2¢/kT) (L, )2 —1] (53)

22 \vs
+ 35 m[e\p( 28 kT) (L)1) —2exp(—e&/kT) 1,1, + ]}

Dabei haben wir der Einfachheit halber A} = F, gesetzt, da das Druckglied hier ohne Interesse
und auch praktisch meistens -ohne Bedeutung ist. Aus (53) folgt fiir die freie Energie der Verdiin-
nung mit Gl. (16) und ¢,/k = E,/R

A, = RT {lna— )+ 35 [exp (= By/RT) L/ I, — 1] + 33 - (¢ — 1)

(54)

[S]
—

[exp( 2E/IJ’)(1’/1’)2—1] N2 [exp(—2E,/RT) L,/ I)*—2 exp(—E,/RT) I,/ T, +
1]

2
und hieraus fiir die Verdiinnungswiirme

z al i ;
A, = — gEzexp(— E,|RT)(L,/T)) ~} (55)
2 /
— {[5 2z 1) — ~2] By exp (— 2 B, [RT) (I, I,)* + 2* E, exp (— E,/RT) 1'2/1'1} NP
Wenn E, <kT ist, kénnen wir die Exponentialfunktionen bis zum kubischen Glied entwickeln
und erhalten dann, wenn wir noch T', =~ T', setzen.

z
2

Ay = —

E, [1 _E,/RT+ % (E, | RT)*— %(EQ/HT)]A :_[2 ,,_1E, [1 —9E,|RT

B
1+ 2(E, | RT)? — (1 /RT)3|+ *p, IE JRT — (1;2/1 Ty 4 (E /13T)3]} P . (55 2)

Die Reihenentwicklung nach der Betheschen und quasichemischen Methode wurde von O r r ¢ angegeben. Sie
lautet in unserer Schreibweise

A, = — = E, [1 —E,|RT

5 E,/ ].’T)3] N — j E,[4E,|RT + 6 (E,/RT)*| x3.  (351)

1
— 2,.,(

Man sieht, daB fiir kleine E» und »y (I. Nitherung) beide Theorien zu dem gleichen Ergebnis fiithren, das
bereits iiber die Ansiitze von Heitler3, Hildebrand! und Scatchard3 hinausgeht, welche ge-
wissermallen die nullte Niherung darstellen. Bei den hiheren Gliedern zeigen sich starke Unterschiede,
deren physikalisch wichtigster darin besteht, daf nach O rr das Vorzeichen derselben unabhiingig von dem
Vorzeichen der Wechselwirkungsenergie E, ist. Bemerkenswert ist ferner die Tatsache, dall in G1. (55a) auch
die hoheren Potenzen von n; Glieder mit E» enthalten, withrend in Gl. (55b) das niedrigste Glied des kubischen
Terms proportional E} | RT ist. Dies hat zur Folge, dali fiir E: < RT das in » quadratische Glied hier bei
weitem iiherwiegt.

Wir wollen nun an dem einfachen Beispiel der streng reguliren Losung noch kurz die Bedeutung
der Funktionen I' erliutern. Dazu wihlen wir fiir die zwischenmolekularen Schwingungen das Kin-

W, Heitler, Ann. Physik 80, 630 [1926]. 1 (1. Secatchard, Chem. Reviews 8, 321 [1931].
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steinsche Modell der Planckschen Oszillatoren. Dann wird (h = Plancksches Wirkungsquantum,
v = Frequenz)
, : hv 17 hv, \—3 , hv,\—3
= tmew (=5 <G nli) ©9

Setzen wir v, = v, + Av, so haben wir in den lokalen Verteilungsfunktionen Exponenten der Form

E, 43k BT g g
1 g 1

kT kT

Der Ausdruck T', /T ist somit temperaturunabhiingig, was wir oben schon benutzt haben. Die Be-
dingung fiir die bisher benutzte Niherung lautet

E »tT 2 67)

1

Dieses Ergebnis LBt sich auch aus der Betrachtung eines einzelnen Oszillators ableiten, wenn man E» als
Anderung der potentiellen Energie der Ruhelage auffafit und beachtet, dal k7T die mittlere statistische
Energie eines Oszillators ist?7,

¢) Monodisperse Losung hochpolymerer Fadenmolekiile

Dieses Problem ist an anderer Stelle® ausfiithrlich behandelt worden. Wir konnen uns daher hier
auf die Wiedergabe der wichtigsten Formeln beschriinken. Man erhilt fiir die freie Energie der Ver-

diinnung
Auy, =—RTxN Il - i) Iran n— ?%5 ‘I'.ZI N, . 8)
Tyl g at g e e gt )
fiir die Verdiinnungsentropie
— g @ (b TG+ e (02 2 70 S) — i (o 4 750 5 } |

fiir die Verdiinnungswiirme
]‘) ]"-’ 2 lfr)'l,'! e l 1 9'1)2 4 i) (;'1'2 2 ()'I' ] N } (60)

27 T

wo x, der Storungsparameter und 3 der Koeffizient des linearen Gliedes in der Entwicklung der ,.Sto-

n

2o T o T e or

A8, = —

rungsfunktion™ « (...)

d) Polydisperse Liosung hochpolymerer Fadenmolekiile

In diesem Falle unterscheiden sich die gelosten Komponenten nur durch den Polymerisationsgrad
n, den wir daher als Index an Stelle von ¢ cinfithren, Wir definieren ferner die Verteilungsfunktion
der Polymerisationsgrade durch die Gleichung '

:\Yl n = I\r] f(”) ) (61)

2 A Minster, Kolloid-Z. (im Druck).
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wo N, die gesamte Molekiilzahl der Fadenmolekiile ist. Wir konnen dann die einzelnen Summanden
der Gl. (49) als Funktionen der stetig veriinderlichen Grofen n, n’. n” auffassen und die Summen

durch Integrale ersetzen. Definieren wir den mittleren Polymerisationsgrad » durch die Gleichung

n = /'vn f(n)dn, (62)
0
so nimmt Gl. (49) die Gestalt an:
: pin)
= o
In B(T) =1n B(T),,, + 2 Y, —{—nA fff( n) 3, T dn dn’
LI . . [ wf( n)a, n”f(n" @ . dndn dn”’
TIT N, +a A’1)2 _ ) ‘
o 0 (63)
1 [ [ pon £ £ ,
. S0 dnodn din’
+ 6 (\ + n 1\ ) f‘/‘ /\f( ) f(z)nl f(?)",, N nan n
o 9
1 ([ e £ £ .
-5 . + nN)2 [f ) Fe), Fz)"” e P dn dn' dn” .
o . IR . N A
Daraus folgt mit Gl. (51) fiir die freie Energie der Verdiinnung ()1 = 73;;_*_%_‘\,1)
IR A l 1 C:V " ’ 2
Auy, = -—RT N + & [ a n' f(n)f(n')dn dn’ — @ ) S (I>"n, dn dn] N
l 2 L f >n :
i 2 3 + )’ fn) f(')F(n”) dn dn’ dn”’
2
] / [f(n) a, n”f(n") o dndn dn’ (64)

o0

[ [ [ g F ntecinasar

It

co 00 00

[ [ro 7,

Es ergibt sich somit, dafl die thermodynami-
schen Eigenschaften der Losungen hochpolymerer
Fadenmolekiile im allgemeinen von der Poly-
dispersitiit abhingen. Die Verteilungsfunktion

o dndn dn”] l .

(n”
nn'w

eingefiihrte dreiparametrige Funktion gute Dienste
leisten.

In einem Spezialfall 148t sich allerdings zeigen.
dal zum mindesten die I. Ndherung (der in

f(n) kann in gewissen Féllen theoretisch be-
rechnet und allgemein experimentell (aus Frak-
tionierungs- oder Sedimentationsversuchen) er-
mittelt werden. Im letzteren Falle diirfte zu ihrer
analytischen Formulierung die von Jullander®

33 [, Jullander, Ark.
Ser. A, 21, Nr. 8 [1945].

Kemi Mineral. Geol..

quadratische Term von Aw,) nur von dem durch
Gl. (62) definierten mittleren Polymerisations-
grad. aber nicht von den Einzelheiten der Vertei-
lung abhingt (fiir die athermische Losung wurde
dies schon frither nachgewiesen?®). Nimmt man

3 A, Minster, Z Naturforschg. 2a, 272 [1947].
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namlich an. dall die Fadenmolekiile starr sind
und e, + kT Av/v, =mn, >0 ist. so gilt

P =E—=2)nn [exp(—n,/kT)—1].

nn' (65)

Es ist dann f (2) = 2. und man erhilt als 1. Nihe-

rung

InB(7T)=1n B(T),, (66)
I (nN)* z—2 5

+ TN, ta¥ o lexp (— n, /&T) —1].

% (. V. Schulz, Z. physik. Chem., Abt. \, 176,
317 [1936].

AKLEMM, HHINTENBERGER UND W.SEELMANN-EGGEBERT

Die ohigen Voraussetzungen treffen niherungs-
weise bei dem System Nitrocellulose-Aceton zu.
Merkwiirdigerweise scheint dies der einzige Fall
zu sein, in welchem das Problem experimentell
untersucht worden ist. G. V. Schulz® fand in
der Tat, dafl zwei Produkte von verschiedener
Polydispersitiit, aber gleichem mittlerem Moleku-
largewicht, den gleichen Verlauf des osmotischen
Druckes zeigen.

Der Gesellschaft der Freunde der Universitit
Heidelberg danke ich fiir die Gewiihrung eines For-
schungsstipendiums.

Isotopenverschiebung beim Cadmium durch lonenwanderung
in geschmolzenem Cadmiumchlorid

Von ALrrep KLEmM, HEINRICH HINTENBERGER und WALTER SEELMANN - EGGEBERT
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Chemie, Tailfingen
(Z. Naturforschg. 3a, 172—176 [1948]: eingegangen am 27. Februar 1948)

An der Grenze zwischen LiCl und CdCl, wurde durch elektrolytische Ionenwande-
rung (Dauer 50 h, Stromdichte 55 A/cm?, Trennstrecke 13 ¢m, Temperatur 630 ° C) die
Isotopenverteilung heim Cd zugunsten der leichten Isotope verschoben. Der Trenn-
faktor der besten Fraktion (47 mg CdCly) in bezug auf natiirliches Cd betrug 1,046
fiir 1% Massenunterschied, also 1,5 fiir die Isotope 19Cd und 116Cd. Als Masseneffekt er-
gab sich w=In (‘e /%kw) [In (im/*m) = — 0,067 und als Vervielfachung (Trennstufen-

zahl) 67.

n einer Apparatur aus Supremaxglas (Abb. 1).

die sich von einer frither beschriebenen® nur
dadurch unterschied. dafl sie etwas linger war
(Trennrohr 25,5 cm statt 22,5 em). wurde die Kette
Anodenk()hlen—CdClz—LiCl—PbClz—Kathoden-
kohle bei 630° C zwei Tage lang mit 95V und
550 mA elektrolysiert. Als Diaphragma im Trenn-
rohr (4 mm Innendurchmesser) diente wieder
Quarzpulver B, (Korndurchmesser 0.1 mm) in
loser Packung. Der stromdurchflossene Quer-
schnitt im Trennrohr betrug demnach etwa 0.1 ¢cm?2,
die Stromdichte 5.5 A/cm? und die Verschiebung
des Cadmiums relativ zum Chlor etwa 3 m. An der
Kathode wurde wieder PhCl, verwendet, weil
kathodisch ahgeschiedenes Li das Glas zerstoren
wiirde und zudem die Pb-Abscheidung sehr be-
quem ist. Da eine Anreicherung der leichten Cd-
[sotope beahsichtigt war. wurde die Grenze zwi-
schen LiCl und CACL, im Trennrohr so gelegt. daf

A, Klemm. II. Hintenherger u. Ph.
ne=, Z. Naturforsche, 2a, 245 [1947].

”n(‘l'-

der groBere Teil des Trennrohres mit CdCl, ge-
fiillt war.

Der 42 em lange elektrische Ofen hatte 42 mm
Innendurchmesser und bestand diesmal aus nur zwei
ineinandergesteckten Supremaxrohren, von denen
das innere mit Chromnickelband bewickelt war. Im
Dauerbetrieb hielt der Ofen bei einer Leistungsauf-
nahme von 16 KW das LiCl (Schmp. 614° C) ge-
schmolzen. :

Etwas schwierig war bhei diesen Trennversuchen
immer das Fiillen der Apparatur. Nach manchen Vor-
versuchen hatte sich folgendes Fiillverfahren be-
withrt, das bei dem mitgeteilten Versuch auch im
wesentlichen eingehalten werden konnte: Die ver-
schiedenen Niveaus, hizs zu denen die Apparatur zu
fiillen war, wurden vorher mit Wasser festgestellt
und angemerkt. Dann wurde die Apparatur mit
Chrom-Schwefelsdure gereinigt und samt der Katho-
denkohle bei 650° C und 2 mm Hg-Druck getrocknet.

Wenn man Stiicke von wasserfreiem LiCl, CdCl,
oder PhCly aus einer Pulverflasche in ein Reagensglas
brachte. dann schmolz und evakuierte, =0 stiegen in der
Regel bei 100 bis 10 mm Hg aus den Schmelzen Gas-
hlasen auf. Die Blasenbildung hirte aber wieder auf
und man erhielt schliefilich alle drei Schmelzen auch



