
telt w o r d e n ( K u r v e a in Abb. 5) . Die Übere ins t im-
m u n g der beiden K u r v e n ist recht gut . F ü r die x -

W e r t e der F a m i l i e 0 , u w ü r d e m a n in en t sprechen-
der W e i s e die K u r v e b der Abb. 5 e r w a r t e n . Man 
e rhä l t aber , w ie K u r v e b in Abb. 7 zeigt, im all-
geme inen wesen t l i ch h ö h e r e Wer t e . Bei der Be-
r e c h n u n g der K u r v e b in Abb. 5 w a r m a n davon 
a u s g e g a n g e n , daß die K e r n e von 0 , u in so lche 
K e r n e ze r f a l l en (2,g), die ve rmut l i ch den Spin Nul l 
h a b e n u n d denen deswegen auch der W e r t x = 0 
z u g e s c h r i e b e n w u r d e . W e n n man n u n aber n a c h 
dem h i e r g e n a n n t e n V e r f a h r e n x - W e r t e f ü r 2 ,g 
a u s r e c h n e t , so e rhä l t m a n die W e r t e der K u r v e c 
in Abb. 7. H i e r n a c h h a b e n die K e r n e Be 1 0 , C 1 4 , 
O 1 8 u n d Ne 2 2 x - E n e r g i e n von 2—3 MeV. E r s t a b 
M g 2 6 ist a u c h x = 0 oder n u r w e n i g von Nul l ver-
sch ieden . Die K u r v e b in Abb. 5 gibt d a n n recht gut 
die D i f f e r e n z e n z w i s c h e n den K u r v e n b u n d c der 
Abb . 7 wieder . Die Sp inene rg i e von C 1 0 liegt w o h l 
i n n e r h a l b der F e h l e r g r e n z e mit auf der K u r v e c. 

D ie ses R e s u l t a t ist ü b e r r a s c h e n d , da m a n bis-
h e r a n n e h m e n mußte , d a ß die K e r n e 2. g mit s = 0 

a u c h w i r k l i c h die S p i n e n e r g i e 0 bes i tzen. E s er-
hebt s ich d a h e r e r n e u t die F r a g e , ob den K e r n e n 
Be 1 0 , C 1 4 , O 1 8 u n d Ne 2 2 w i r k l i c h s o w o h l die E igen -
d r e h i m p u l s - Q u a n t e n z a h l 0 a l s a u c h die B a h n d r e h -
i m p u l s - Q u a n t e n z a h l 0 z u z u o r d n e n ist. A u s der 
we i tgehenden Ä h n l i c h k e i t der K u r v e n f ü r 1. u u n d 
— 1 , g in Abb . 6 b k a n n m a n o h n e g roßen F e h l e r 
e ine x - E n e r g i e f ü r A I 2 5 von 3,6 ± 0,2 MeV ablei-
ten. Mit d iesem W e r t e ergibt s i ch a u s Mg 2 4 + p 
ein W e r t f ü r die M a s s e des oben s c h o n vermute ten 
AI 2 5 mit e t w a 8 sec H a l b w e r t s z e i t von 24,9991. 
Die m a x i m a l mögl i che k ine t i sche E n e r g i e der ß-
S t r a h l e n w ä r e d a n n e t w a 3,2 ± 0,2 MeV, du rch -
a u s in g u t e r Ü b e r e i n s t i m m u n g mi t dem a u s Abb. 3 
i n t e rpo l i e r t en W e r t e von 3,5 ± 0,3 MeV. F ü r AI 2 6 

k a n n m a n a u s K u r v e b de r Abb. 7 mit e twas ge r in -
ge re r G e n a u i g k e i t e inen x -Wer t von 2,3 ± 0 , 5 MeV 
ablesen . Mit H i l f e von AI 2 6 + n = AI 2 7 u n d u n t e r Be-
n u t z u n g des W e r t e s von 2,0 MeV f ü r A I 2 7 e rhä l t m a n 
f ü r die M a s s e von AI 2 6 den W e r t 25,9933 ± 0,5 T M E . 
Die m a x i m a l e ß + - E n e r g i e k ö n n t e d a n n 1,9 ± 0,5 MeV 
be t ragen . 

Über die statistische Mechanik regulärer und irregulärer Lösungen 
V o n A R N O L D M Ü N S T E R 

Aus dem Chemischen Inst i tut der Univers i tä t Heidelberg 
(Z. Naturforschg. 3a, 158—172 [1948]; eingegangen am 10. J a n u a r 1948) 

Es wird eine Methode entwickelt, die unter gewissen Voraussetzungen eine nähe-
rungsweise Berechnung der Vertei lungsfunkt ion flüssiger Gemische von beliebig vielen 
Komponenten beliebiger Molekülgröße und -gestalt ermöglicht. Vorausgesetzt wird, 
daß 1. eine Komponente, das Lösungsmittel, zu mehr als 50% der Gesamtmasse vor-
handen ist, 2. die Moleküle des Lösungsmittels nicht größer als die der übrigen Kom-
ponenten und annähernd kugelförmig sind, 3. zwischen den Molekülen keine weit-
reichenden Krä f t e auf t re ten. Das Ergebnis wird auf die Probleme der s t reng regulären 
binären Lösung sowie der mono- und polydispersen Lösung hochpolymerer Fadenmole-
küle angewandt. Im letzteren Falle ergibt sich, daß die thermodynamischen Eigen-
schaften im allgemeinen von der Vertei lung der Polymerisat ionsgrade abhängen. 

A l s r e g u l ä r w i r d n a c h H i l d e b r a n d 1 e ine 
. / " ^ L ö s u n g bezeichnet , deren V e r d ü n n u n g s -
w ä r m e 

zIÄ, =t=0 ( 1 ) 

ist, w ä h r e n d f ü r die V e r d ü n n u n g s e n t r o p i e 

J s 2 = - i n n v 2 , (2) 

(v 2 = M o l e n b r u c h des L ö s u n g s m i t t e l s LM. R = 
G a s k o n s t a n t e ) gilt . D a g e g e n gilt bei i r r e g u l ä r e n 

1 J. S. H i 1 d e b r a n d , J . Amer. chem. Soc. 51. 
(36 [1929]. 

L ö s u n g e n die B e z i e h u n g (1 ) ; es ist a b e r 

Js2 =1= — Ii In v2 (3) 

D a s A u f t r e t e n e ine r von Nu l l ve r sch iedenen 
V e r d ü n n u n g s w ä r m e b e r u h t auf z w i s c h e n m o l e k u -
l a r e n W e c h s e l w i r k u n g e n , die m a n gewöhn l i ch 
u n t e r dem Begr i f f de r So lva ta t ion z u s a m m e n f a ß t . 
In der s t a t i s t i s chen M ech an ik ist dieselbe da-
d u r c h definier t , d a ß f ü r e ine bel iebige Konf igu ra -
t ion des S y s t e m s die V e r t a u s c h u n g zweier ver-
sch iedene r Molekü le e ine Ä n d e r u n g de r potentiel-
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len E n e r g i e b e w i r k t . D a die s t a t i s t i s che Be rech -
n u n g der t h e r m o d y n a m i s c h e n E i g e n s c h a f t e n e ine r 
L ö s u n g im wesen t l i chen auf die E r m i t t l u n g der 
V e r t e i l u n g s f u n k t i o n der potent ie l len E n e r g i e des 
G e s a m t s y s t e m s 

B(T) = / . . . / e x p (—E/k T) dv (4) 

(E = potent ie l le E n e r g i e des G e s a m t s y s t e m s , 
k = B o l t z m a n n s c h e K o n s t a n t e , T = abs . T e m p e r a -
tu r , dx = Volumene lemen t des K o n f i g u r a t i o n s r a u -
mes) h i n a u s l ä u f t , e r k e n n t m a n leicht , d a ß die Be-
r ü c k s i c h t i g u n g de r So lva ta t ion d a s P r o b l e m 
auße ro rden t l i ch kompl iz ie r t . W ä h r e n d m a n s ich 
im F a l l e A// 2= 0 ( ideale u n d a t h e r m i s c h e L ö s u n g ) 
mit e iner b loßen A b z a h l u n g der K o n f i g u r a t i o n e n 
begnügen k a n n , m u ß jetzt e ine I n t e g r a t i o n b z w . 
S u m m i e r u n g des A u s d r u c k s exp ( — E / k T ) ü b e r 
a l le K o n f i g u r a t i o n e n a u s g e f ü h r t we rden . E s las -
sen s ich jedoch W e g e z u r L ö s u n g der A u f g a b e 
finden, w e n n we i t r e i chende K r ä f t e z w i s c h e n den 
Molekülen a u s g e s c h l o s s e n w e r d e n . I n d iesem 
F a l l e setzt s ich E addi t iv a u s den Ante i l en k l e i n e r 
M o l e k ü l g r u p p e n z u s a m m e n ; es bleibt d a n n a l s 
wesent l iche A u f g a b e noch die A b z a h l u n g der 
Konf igu ra t i onen , die zu bes t immten Z a h l e n der 
ins A u g e ge faß t en G r u p p e n g e h ö r e n . 

Auf dieser Grundlage wurde das Problem von 
G u g g e n h e i m 2 f ü r den Spezialfall der sog. s t reng 
regulären binären Lösung (str ict ly regulär binary 
solution) behandelt. Charakteris t isch ist f ü r diese 
Theorie, daß einmal die Energie berei ts als in Mole-
külpaaren additiv angenommen wird, und ferner , daß 
die Abzahlung der zu den verschiedenen Paarzahlen 
gehörigen Konfigurationen nicht wirklich durchge-
führ t , sondern durch eine Mittelwertbildung ersetzt 
wird. Fü r den Mittelwert stellte G u g g e n h e i m zu-
nächst rein heuristisch eine Beziehung auf, die wegen 
ihrer Ähnlichkeit mit dem Massenwirkungsgesetz als 
quasichemische Gleichung bezeichnet wird. R u s h -
'b r o o k e 3 zeigte später, daß sich dieselbe (in kor-
rekterer Fassung) mittels des B e t h e sehen Nähe-
rungsver fahrens 4 exakt begründen läßt. G u g g e n -
h e i m 5 selbst gab eine etwas andere Ableitung, die 
aber im wesentlichen auf dem gleichen Pr inz ip wie 
die Bethesche Methode beruht. In dieser Arbeit wurde 
die Theorie f ü r beliebig viele Komponenten formu-
liert. Fü r binäre i r reguläre Lösungen von Faden-
molekülen wurde eine Veral lgemeinerung der quasi-

2 E. A. G u g g e n h e i m , Proc. Roy. Soc. [London] 
Ser. A 148, 304 [1935]. 

3 G. S. R u s h b r o o k e , Proc. Roy. Soc. [London] 
Ser. A 166, 296 [1938]. 

4 H. B e t h e , Proc. Roy. Soc. [London] Ser. A 150, 
552 [1935]. 

5 E. A. G u g g e n h e i m , Proc. Roy. Soc. [London] 
Ser. A 169, 134 [1939], 

chemischen Gleichung nach der Betheschen Methode^ 
von O r r 6 entwickelt. G u g g e n h e i m 7 verallgemei-
ner te die quasichemische Gleichung f ü r Systeme von 
beliebig vielen Komponenten beliebiger Molekülgrö-
ßen. Die Anwendbarkeit dieser Theorie wird aber da-
durch eingeschränkt, daß sie einerseits nur f ü r glat te 
oder verzweigte Ketten, aber nicht f ü r geschlossene 
Ringe und kompakte Moleküle gilt, anderersei ts die 
Gleichungen sich f ü r höhere als binäre Systeme nur 
in null ter Näherung explizit auswerten lassen. 

D i e A n n a h m e , d a ß E in M o l e k ü l p a a r e n addi t iv 
ist , setzt v o r a u s , daß d a s z w i s c h e n m o l e k u l a r e 
P o t e n t i a l k u g e l s y m m e t r i s c h ist. E s ist leicht e in-
zusehen , d a ß dies s e h r häu f ig a u c h n icht a n -
n ä h e r n d der F a l l ist, se lbs t w e n n die Molekü l -
ges ta l t n u r w e n i g von der K u g e l s y m m e t r i e ab-
weich t , w ie e twa bei C H , O H . W i r d ein s o l c h e r 
Stoff in e inem u n p o l a r e n L M ( K o h l e n w a s s e r s t o f f ) 
gelöst , so bes teh t e ine Tendenz , daß s ich mög-
l ichs t viele p o l a r e G r u p p e n gegense i t ig „absä t t i -
g e n " ; in e inem p o l a r e n L M ist d a s Gegente i l d e r 
F a l l . E i n ex t remes Beispie l f ü r d ieses V e r h a l t e n 
l i e fe rn die Sei fenmicel len . D i e E n e r g i e s o l c h e r 
G r u p p e n k a n n n icht addi t iv a u s der W e c h s e l -
w i r k u n g s e n e r g i e der P a a r e be rechne t w e r d e n , 
wei l d iese r Begriff selbst n icht e indeu t ig definiert 
ist, s o n d e r n von der O r i e n t i e r u n g der M o l e k ü l e 
a b h ä n g t . 

I m ^ o l g e n d e n wol len w i r v e r s u c h e n , e ine Me-
thode zu en twicke ln , welche von den e r w ä h n t e n 
B e s c h r ä n k u n g e n f r e i ist u n d g le ichzei t ig e ine 
d i r ek t e B e r e c h n u n g der V e r t e i l u n g s f u n k t i o n e r -
mögl ich t , so d a ß de r U m w e g ü b e r die , .große V e r -
t e i l u n g s f u n k t i o n " ( g r a n d p a r t i t i o n f u n e t i o n ) 8 , 
w e l c h e d a s D a m p f d r u c k g l e i c h g e w i c h t e inschl ieß t , 
e n t b e h r l i c h w i r d . W i r w e r d e n die R e c h n u n g gle ich 
f ü r e ine bel iebige Z a h l von K o m p o n e n t e n d u r c h -
f ü h r e n , w a s h i e r ke ine wesen t l i che K o m p l i k a t i o n 
bed ing t u n d zu expl iz i ten F o r m e l n f ü h r t . 

I. Die Verteilungsfunktion der potentiellen 
Energie des Gesamtsystems 

a) D e r a l l g e m e i n e A n s a t z 

W i r be t r ach ten eine f lüss ige M i s c h u n g von 
i + 1 K o m p o n e n t e n . E i n e derse lben soll in g r ö ß e -
r e r Menge, s a g e n wi r , zu m e h r a l s 50% der G e -
s a m t m a s s e , v o r h a n d e n sein. W i r n e n n e n sie d a s 

6 W. J. C. O r r , Trans. Faraday Soc. 40, 320 
[1944]. 

7 E. A. G u g g e n h e i m , Proc. Roy. Soc. [London] 
Ser. A 183, 213 [1944]. 

8 R. H. F o w 1 e r , Proc. Cambridge philos. Soc. 
34, 382 [1938]. 



L M u n d beze ichnen s ie mit dem I n d e x 2. Die 
Molekü le der ü b r i g e n i Komponen ten , die w i r mit 
den I n d i z e s 11 b i s I i beze ichnen , sol len n ich t 
wesen t l i ch k l e i n e r se in a l s die des LM, die w i r 
a l s a n n ä h e r n d k u g e l f ö r m i g v o r a u s s e t z e n ; im 
ü b r i g e n ist i h r e G r ö ß e u n d Ges ta l t beliebig. F e r -
ne r se tzen w i r v o r a u s , daß ke ine we i t r e i chenden 
K r ä f t e z w i s c h e n den Molekü len a u f t r e t e n , eine 
ene rge t i s che W e c h s e l w i r k u n g a lso n u r zwi schen 
u n m i t t e l b a r b e n a c h b a r t e n Molekü len stat t f indet . 
Noch p r ä z i s e r ist die F o r m u l i e r u n g , daß in der 
W e c h s e l w i r k u n g we i t e r e n t f e r n t e r Moleküle ke ine 
U n t e r s c h i e d e z w i s c h e n den ve r sch iedenen Kom-
p o n e n t e n bes tehen ( w e n n auf „ B a u s t e i n e " glei-
che r G r ö ß e r eduz i e r t w i r d ) 2 . Die g r o ß e Ver te i -
l u n g s f u n k t i o n e ines so lchen Sys tems, das e inen 
Spez i a l f a l l der „koope ra t i ven G e s a m t h e i t e n " 9 

dars te l l t , k ö n n e n w i r s ch re iben 

(5) 

H i e r ist B (T) d u r c h Gl. (4) definiert . D ie G s ind 
die V e r t e i l u n g s f u n k t i o n e n der i n n e r e n u n d kine-
t i schen E n e r g i e der Molekü le ; sie seien f ü r al le 
K o n f i g u r a t i o n e n des Sys t ems gleich. Die 1* s ind 
die „ a b s o l u t e n A k t i v i t ä t e n " 4 , die mit den chemi-
s c h e n P o t e n t i a l e n d u r c h die B e z i e h u n g 

[i = k T In A* (6) 

z u s a m m e n h ä n g e n , w ä h r e n d die g e w ö h n l i c h e n 
Ak t iv i t ä t en a d u r c h die G l e i c h u n g 

^ = (T) + k Tina (6a) 

definier t s ind 1 0 , w o \L0 (T) e ine f ü r jede T e m p e r a -
t u r w i l l k ü r l i c h g e w ä h l t e G r ö ß e ist. D ie N s ind 
die Molekü l zah l en , die s ich bei der be t re f fenden 
K o n f i g u r a t i o n in der k o n d e n s i e r t e n P h a s e befin-
den. D a w i r die s t a t i s t i s che U n t e r s u c h u n g auf die 
le tz tere b e s c h r ä n k e n , benöt igen w i r die dem 
t h e r m o d y n a m i s c h e n Gle i chgewich t en t sp rechen-
den Mi t te lwer te der N. S ie e rgeben s ich a u s den 
G l e i c h u n g e n 

* In der angelsächsischen Li te ra tur wird der Buch-
stabe l gebraucht, den wir in der Theorie der athermi-
schen Lösung benötigen. Wir fügen daher zur Unter-
scheidung einen Stern hinzu. 

9 R. H. F o w 1 e r , Statistical Mechanics, 2nd ed.. 
Cambridge 1936. 

w o 
l = (8) 

ist. D iese Mit te lwer te , mit denen w i r es im fol-
genden s te ts zu t u n h ab en , w e r d e n w i r von jetzt 
a b n ich t m e h r b e s o n d e r s k e n n z e i c h n e n . D a s P r o -
blem r e d u z i e r t s ich somit , w i e schon bemerk t , auf 
die B e r e c h n u n g von B (T) f ü r die obigen Mittel-
wer t e . W i r k ö n n e n die A u f g a b e we i t e r ve re in fa -
chen, indem w i r die E n e r g i e E in p a s s e n d e r W e i s e 
n o r m i e r e n . O f f e n b a r bes i tz t E f ü r g e w i s s e Kon-
figurationen des S y s t e m s ( w i r ve r s tehen d a r u n t e r 
jetzt n u r n o c h die k o n d e n s i e r t e P h a s e ) ausge-
p r ä g t e Min ima , we lche G le i ch g ewich t s l ag en der 
Molekü le en t sp r echen . W i r n e n n e n sie S t a n d a r d -
K o n f i g u r a t i o n e n 1 1 u n d i h r e E n e r g i e EM[A. Die 
n e u e r e n U n t e r s u c h u n g e n ü b e r die S t r u k t u r flüs-
s ige r P h a s e n r e c h t f e r t i g e n die A n n a h m e , daß 
w i r d iese lben a l s ve r sch iedene B e s e t z u n g e n der 
P u n k t e e ines q u a s i k r i s t a l l i n e n Gi t t e r s da rs te l l en 
k ö n n e n . S t r e n g g e n o m m e n d ü r f e n w i r demselben 
a l l e r d i n g s n u r e ine N a h o r d n u n g zu sch re ib en u n d 
die K o o r d i n a t i o n s z a h l z n u r a l s e inen Mit te lwer t 
a u f f a s s e n . F ü r d a s F o l g e n d e ist diese E i n s c h r ä n -
k u n g z u n ä c h s t o h n e B e d e u t u n g . D ie Molekü le des 
L M w e r d e n d a n n je e inen G i t t e r p u n k t besetzen, 
die ü b r i g e n , je n a c h i h r e r Größe , e inen oder meh-
re re . A u s de r G e s a m t z a h l de r S t a n d a r d - K o n f i g u -
r a t i o n e n g r e i f e n w i r n u n d ie j en igen h e r a u s , bei 
w e l c h e n al le ge lös ten Molekü le n u r Moleküle des 
L M a l s n ä c h s t e N a c h b a r n h a b e n . Al le diese S tan-
d a r d - K o n f i g u r a t i o n e n bes i tzen die gle iche E n e r g i e 
EQ. F ü r die ü b r i g e n se tzen w i r 

E . = E + E . (9) mm o so v ' 

Alle K o n f i g u r a t i o n e n a u ß e r h a l b der S t a n d a r d -
K o n f i g u r a t i o n e n k ö n n e n w i r a l s von den le tz teren 
a u s g e h e n d e z w i s c h e n m o l e k u l a r e S c h w i n g u n g e n 
a u f f a s s e n . D ie dabe i a u f t r e t e n d e n Ä n d e r u n g e n der 
E n e r g i e de r S t a n d a r d - K o n f i g u r a t i o n e n h ä n g e n , 
wie s c h o n vo r l ä n g e r e r Zei t K. F . H e r z f e 1 d 1 2 

b e m e r k t ha t , von d e r A r t de r le tz te ren a b ; s ie s ind 
d a h e r bei der B e r e c h n u n g von B ( T ) zu be rück-
s ich t igen . D i e s e r G e s i c h t s p u n k t ist in den b i she r i -
gen U n t e r s u c h u n g e n v e r n a c h l ä s s i g t w o r d e n . E i n e 
g e n a u e E r m i t t l u n g der z u g e h ö r i g e n V e r t e i l u n g s -

10 G. N. L e w i s u. M. R a n d a 11, Thermodyna-
mik. Deutsch v. 0 . Redlich. Wien 1927. 

11 R. H. F o w 1 e r u. G. S. R u s h b r o o k e , Trans. 
Fa raday Soc. 38, 1272 [1937]. 

12 K. F. H e r z f e l d , Kinetische Theorie der Wärme. 
Mül le r -Poui l l e t s Lehrbuch der Physik, Bd. I I I 2, 
Braunschweig 1925. 



f u n k t i o n e l l is t n a t u r g e m ä ß f ü r e ine f lüss ige P h a s e 
a u ß e r o r d e n t l i c h schwie r ig . W i r we rden u n s d a h e r 
mi t e inem e i n f a c h e n q u a s i k r i s t a l l i n e n Modell be-
g n ü g e n , w e l c h e s die A r t des E in f lu s se s de r se lben 
u n d die B e d i n g u n g e n f ü r die b i s h e r benu tz t e 
N ä h e r u n g e r k e n n e n läßt . Setzen w i r f ü r bel iebige 
K o n f i g u r a t i o n e n 

E = E . +AE, r»nn 1 " (10) 

so k ö n n e n w i r schre iben 

B(T) = exp ( - EJJcT) 

/ • • - / e x p [-

(11) 
(£ + AE)/JcT] dx. 

D a m i t is t die E n e r g i e in der g e w ü n s c h t e n W e i s e 
n o r m i e r t : w i r bez iehen von jetzt a b alle E n e r g i e n 
auf d a s N i v e a u E0. T h e r m o d y n a m i s c h bedeute t 
dies, d a ß w i r die unend l i ch v e r d ü n n t e L ö s u n g a ls 
N o r m a l z u s t a n d 1 0 f ü r die Ä n d e r u n g e n der p a r -
t i a l en W ä r m e i n h a l t e w ä h l e n . F ü r a l le S t a n d a r d -
K o n f i g u r a t i o n e n der E n e r g i e E 0 h a t a u c h AE den 
g le ichen WTert, der mit AE 0 bezeichnet werde , 
w ä h r e n d w i r f ü r die ü b r i g e n jetzt AE s s ch re iben 
wol len . D a n n k a n n Gl. (11) geschr ieben w e r d e n 

+ /• (Ts) 

B(T) = exp ( - E J k T ) 

. . / e x p ( - A E J k T ) d x 

. / [ e x p [-(E^ + A E j / k T ] 

— exp (— AE0/k T)] dx j , (12) 

w o Ts d a s Gebie t des K o n f i g u r a t i o n s r a u m e s be-
zeichnet , in we lchem ESO =t= 0 ist. D a s e rs te der 
be iden I n t e g r a l e en thä l t die re ine ( a t h e r m i s c h e ) 
L a g e n s t a t i s t i k des Sys tems, da s zwei te den Bei-
t r a g der So lva ta t ion zu B(T). Z u r B e r e c h n u n g 
de r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n der a t h e r m i s c h e n L ö s u n g 
s ind v e r s c h i e d e n e Methoden entwickel t w o r d e n . 
W i r e r w ä h n e n die filling-up-Methode, die s c h o n 
F o w 1 e r u n d R u s h b r o o k e 1 1 e i n f ü h r t e n u n d 
die s p ä t e r von F l o r y 1 3 , H u g g i n s 1 4 u n d k ü r z -
l ich w i e d e r von G. V. S c h u l z 1 5 ' 1 6 - 1 7 benu tz t 
w u r d e , d a s B e t h e sehe N ä h e r u n g s v e r f a h r e n 4 , 
d a s z u e r s t von C h a n g 1 8 auf zwe id imens iona le 

13 P. J . F 1 o r y , J . chem. Physics 10, 51 [1942]. 
14 M. L. H u g g i n s , J . physic. Chem. 46, 151 [1942]. 
15 G. V. S c h u l z , Z. Naturforschg. 2a, 27 [1947]. 
16 G. V. S c h u 1 z , Z. Naturforschg. 2 a, 348 [1947]. 
17 G. V. S c h u l z , Z. Naturforschg. 2a, 411 [1947]. 
18 T. S. C h a n g , Proc. Roy. Soc. [London] Ser. A 

169, 512 [1939], 

P r o b l e m e , d a n n von M i l l e r 1 9 ' 2 0 auf d re id imen-
s i o n a l e a n g e w a n d t w u r d e , u n d schl ieß l ich die 
Methode der v i r tue l l en Molekü le 21>22. D a w i r die 
le tz tere f ü r die we i t e r e R e c h n u n g benöt igen , wol-
len w i r s ie k u r z r e k a p i t u l i e r e n . E i n e e ingehende re 
D i s k u s s i o n der V e r h ä l t n i s s e bei h ö h e r e n K o n z e n -
t r a t i o n e n w i r d d e m n ä c h s t e r fo lgen . 

b) D i e Z a h l d e r S t a n d a r d - K o n f i g u -
r a t i o n e n d e r a t h e r m i s c h e n L ö s u n g 

Be i e ine r idea len L ö s u n g k a n n m a n die Z a h l 
de r S t a n d a r d - K o n f i g u r a t i o n e n b e k a n n t l i c h in der 
W e i s e ermi t te ln , d a ß m a n al le mög l i chen Ver -
t a u s c h u n g e n z w i s c h e n den Molekü len vo rn immt . 
D ieses e i n f a c h e Rezept ve r sag t , w e n n die versch ie -
denen Molekü le n i ch t m e h r die gle iche Z a h l von 
G i t t e r p u n k t e n bese tzen . M a n k a n n s ich a b e r hel-
fen, indem m a n a u s den Molekü l en des L M u n d 
i — 1 ge lös te r K o m p o n e n t e n Gebi lde k o n s t r u i e r t , die 
n a c h G r ö ß e u n d Ges t a l t denen d e r i- ten Kompo-
nen te g le ichen u n d d a h e r mit i h n e n v e r t a u s c h t 
w e r d e n k ö n n e n . W i r n e n n e n s ie v i r tue l le Mole-
k ü l e ; i h r e Z a h l sei A f ü r die i-te Komponen te . 
D a n n w i r d die Z a h l de r S t a n d a r d - K o n f i g u r a t i o n e n 

Q = n 
( a ; , + A ) I A y 

AI 
(18) 

Die F u n k t i o n e n A; h ä n g e n von der Größe , Ge-
stal t , Beweg l i chke i t u n d K o n z e n t r a t i o n a l l e r Kom-
p o n e n t e n ab. N a c h i h r e r Def in i t ion s ind sie gle ich 
der Z a h l der A n o r d n u n g s m ö g l i c h k e i t e n f ü r ein 
Molekü l der i - ten K o m p o n e n t e im Gi t t e r de r 
L ö s u n g , ve rminde r t u m d ie jen igen , die g a n z oder 
te i lweise auf G i t t e r p u n k t e f a l l en , die bere i t s von 
Molekü len der i ge lös ten K o m p o n e n t e n besetz t 
s ind (sowei t diese n i ch t se lbs t den Tei l e ines v i r -
tue l len Molekü l s b i lden ) . U m die v i r tue l l en Mole-
k ü l e a b z ä h l e n zu k ö n n e n , m ü s s e n w i r übe re in -
k o m m e n , daß s ie j ewe i l s von e inem G i t t e r p u n k t 
a u s n a c h e iner f es tge leg ten V o r s c h r i f t k o n s t r u i e r t 
w e r d e n . Die Z a h l der s ich dabe i e rgebenden Mög-
l ichkei ten sei f ( z ) i ( G u g g e n h e i m 2 3 beze ichnet 
diese G r ö ß e mit (?,). D ie d u r c h A n w e s e n h e i t reel-

19 A. R. M i 11 e r , Proc. Cambridge philos. Soc. 38, 
109 [1942], 

20 A. R. M i 11 e r , Proc. Cambridge philos. Soc. 39, 
54 [1943]. 

21 A. M ü n s t e r , Kolloid-Z. 105, 1 [1943]. 
22 A. M ü n s t e r , Z. Naturforschg. 1, 311 [1946]. 
23 E. A. G u g g e n h e i m , Proc. Roy. Soc. [London] 

Ser. A 183, 203 [1944]. 



ler Moleküle ausfal lenden virtuellen Moleküle 
können wi r einteilen in solche, bei denen der Aus-
gangs-Git terpunkt , und in solche, bei denen einer 
der darauf folgenden Git terpunkte besetzt ist. Der 
letztere Anteil bedeutet, daß in der Umgebung 
eines reellen gelösten Moleküls (sofern dieses 
mehrere Git terpunkte besetzt) ein Gebiet existiert, 
in welchem sich andere gelöste Moleküle über-
haupt nicht oder n u r mit bestimmten Orient ierun-
gen aufha l ten können. W i r bezeichnen diese Tat-
sache als Störungseffekt 16>22. F ü r verdünnte Lö-
sungen von Fadenmolekülen überwiegt er den 
ersten Anteil bei weitem. Nach dem Vorstehenden 
können wi r f ü r Af ansetzen 

A = (JV2 + 2 nv N i r ) f ( z \ - \ l n, o, Nu, ^ 

+ 2 2 a i t ( X l l , . . N l t , N j n e N u ] f { z ) i . 

Hier ist n t die Zahl der Git terpunkte, die ein 
Molekül der H e n Komponente besetzt, Q^ ein 
Redukt ionsfaktor , der die Ta tsache berücksichtigt , 
daß auch Moleküle der i — 1 übr igen gelösten Kom-
ponenten Teile virtueller Moleküle sein können. 
F ü r s t reng reguläre Lösungen (s. I I b) • ist 
Q£/ = 0 24; bei verdünnten Lösungen hochpolyme-
rer Fadenmoleküle k a n n man mit Q^ = 1 rech-
nen22. xiV ( A r

u , . . . Nlt, N2) ist eine Funk t ion der 
Molekülzahlen sämtlicher Komponenten, die durch 
die Größe, Gestalt und Beweglichkeit der ge-
lösten Moleküle bestimmt wird. F ü r sehr ver-
dünnte Lösungen nimmt sie einen Grenzwer t an, 
den wi r f rühe r 2 2 als S tö rungsparamete r bezeich-
net haben. Derselbe werde im folgenden einfach 
mit ocj j/ bezeichnet. F ü r die weitere Rechnung ist 
es zweckmäßig, noch zwei Größen zu definieren, 
den virtuellen Molenbruch der Komponente i 

i V . 
I i 

und eine Größe 

X . + A. l t 1 i 

N,+ 2ntNu 

(15) 

(16) 

F ü r die s treng reguläre L ö s u n g gehen beide in 
den gewöhnlichen Molenbruch über. 

24 Nur für die Komponente i, auf die sich At be-
zieht, ist stets Qi = 1. 

c) A l l g e m e i n e F o r m u l i e r u n g d e r 
V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 

Die In tegra le der Gl. (12) lassen sich allgemein 
in der Weise berechnen, daß f ü r jede S tandard-
Konfigurat ion über die zwischenmolekularen 
Schwingungen integriert und dann über alle 
Standard-Konfigurat ionen summiert wird . D a s 
zweite Integral kann dann geschrieben werden 

/ . . . / { e x p [-(Eso + AEs)/kT] 

— exp {—AEJkT))dT 

= 2 [exp ( - E J k T ) / . . . / e x p ( - AEJk T) do 

— / . . . / e x p (— AEJk T) do\ , (17) 

wo do das Volumenelement des „Schwingungs-
raumes" einer Standard-Konfigurat ion bezeichnet. 
W i r nehmen an, daß sich die Ver te i lungsfunkt ion 
der zwischenmolekularen Schwingungen f ü r jede 
Standard-Konfigurat ion in ]V2+ 2 n i N u F a k t o r e n 

i 

T separieren läßt. F ü r jede Standard-Konfigura-
tion der Energ ie E ( ) können wir alle T a ls gleich 
ansehen; diese Größen mögen mit r x bezeichnet 
werden. Im Gebiet Tg ist ein Teil der Fak to ren 
r 4= T . Die Zahl derselben (die f ü r die einzelnen 
Standard-Konfigurat ionen des Gebietes Ts ver-
schieden ist) sei jeweils co. D a n n wird aus Gl. (12) 

B (T) — exp (— E0 / k T) ' (Q + Z ) , 

wo 

ist. 

(18) 

Z = 2 [ e x V ( - E j k T ) ( T / T i r - l ] (19) 
(Ts) 

Das Gebiet i s umfaßt alle Standard-Konfigura-
tionen. bei welchen „Gruppen" gelöster Moleküle 
auftreten, d. h. gelöste Moleküle direkt benach-
barte Git terpunkte besetzen. W i r ordnen diese 
Gruppen nach Art und Zahl der dar in vorkom-
menden Moleküle in Typen r ; es seien l r Gruppen 
vom T y p u s r bei gegebener Standard-Konfigura-
tion vorhanden. In einer solchen Gruppe mögen 
tir Moleküle der Komponente i vertreten sein. Da-
mit geben wir der Gl. (19) die Fo rm 

Z=2g, I . . 2 . . . . 2 . . 2 
(20) 

e x p [ - ^ (2 E f ) / k T ] n ( r r I T ^ - 1 



H i e r ist g i r die Z a h l de r Mögl ichke i t en , e ine Kon-
f igu ra t ion he r zus t e l l en , we lche l r G r u p p e n vom 
T y p u s r en thä l t . E s ist r - f a c h ü b e r a l le lr zu 
s u m m i e r e n . D ie fo lgende S u m m i e r u n g geht S l r-y 
f ach ü b e r a l le je v K o n f i g u r a t i o n e n der e inze lnen 
G r u p p e n . D a s S u m m e n z e i c h e n in de r r u n d e n 
K l a m m e r e r s t r eck t s ich ü b e r die l r - G r u p p e n vom 
T y p u s r, d a s vor de r r u n d e n K l a m m e r ü b e r a l le 
r. E*r ist die E n e r g i e der / r - t e n G r u p p e vom 
T y p u s r , mr die Z a h l de r F a k t o r e n Tr =# T 1 f ü r 
e ine G r u p p e vom T y p u s r . D i e G r ö ß e n g l r s ind 
in W i r k l i c h k e i t Mi t t e lwer te ü b e r die je v Konf igu -
r a t i o n e n der G r u p p e n . I h r e E i n f ü h r u n g stellt d a s 
e r s t e N ä h e r u n g s p r i n z i p de r T h e o r i e d a r . 

g,r läßt s ich in zwei F a k t o r e n ze r l egen : die 
Z a h l der H e r s t e l l u n g s m ö g l i c h k e i t e n f ü r l r G r u p -
pen vom T y p u s r a u s S Nxi Mo lekü l en u n d den 

£ 
„ L ö s u n g s f a k t o r " , , w e l c h e r die z u g e h ö r i g e n K o n -
f igu ra t ionen der G e s a m t l ö s u n g ang ib t . D e r e r s te 
F a k t o r ist 

m v 
i 

"n^v, - 2 t i r i r y . x i n n o f ' 
i r r r 

w o o}. die S y m m e t r i e z a h l e i n e r G r u p p e v o m 
T y p u s r ist. D e r L ö s u n g s f a k t o r laute t , w e n n w i r 
die G r u p p e n a l s e igene M o l e k ü l a r t e n e i n f ü h r e n 
u n d be rücks i ch t igen , d a ß i h r e Z a h l bei a l l en V e r -
t a u s c h u n g e n k o n s t a n t geha l t en w e r d e n m u ß , 

U , + A . ' ) ! a + A ' ) ! 
n n w , ! 

1 i r r 

D e r S t r i ch a n den A' bedeutet , d a ß diese f ü r kon -
s tan te l,. zu bes t immen s ind . d . h . die den reel len 
Molekü len b e n a c h b a r t e n G i t t e r p u n k t e d ü r f e n bei 
den V e r t a u s c h u n g e n n ich t besetz t w e r d e n . Bei 
der S u m m i e r u n g ü b e r den K l a m m e r a u s d r u c k de r 
Gl. (20) ist zu beach ten , d a ß bei gegebenen l,. n u r 
so lche K o n f i g u r a t i o n e n b e r ü c k s i c h t i g t w e r d e n , f ü r 
welche sämt l i che E f 4=0 s ind , dami t ke ine m e h r -'r 
f a chen Z ä h l u n g e n a u f t r e t e n . M a n e r h ä l t d a n n f ü r 
den g a n z e n F a k t o r 

n [2 [exp ( — E * / k T ) ( T j r x ) m r - i ] V > = n < t > | r , 
r \ Vr I r 

(21) 

w e n n <hr die „ l o k a l e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n " e iner G r u p p e vom T y p u s r bezeichnet . D e r a l lgemeine 
A u s d r u c k f ü r die F u n k t i o n Z l au te t somi t 

z=2 n 
(N..— 2 t. I + A" 
\ 1t irr i ' r 

Ä 7 ] -

(I + A' ! 
V >• ^ r>_ y f V A'! 2• 

U X u l 

n ( N u - 2 t i r i r y . u n u a l
t 

1 (22) 

\Vir b e t r a c h t e n z u n ä c h s t den L ö s u n g s f a k t o r . Auf G r u n d der V o r a u s s e t z u n g s ind die F a k u l t ä t e n -
a u s d r ü c k e s te ts g r o ß e Z a h l e n . W i r k ö n n e n d a h e r die S t i r l ingsche F o r m e l a n w e n d e n u n d e r h a l t e n f ü r 
den F a k t o r : 

N exp { ( N U - 2 tir LR) in { N U - 2 tir LR + Af) -f a ; in [ { ^ - 2 tlr lr + a;)/a;] - ( N U - 2 tir LR)\ 
i K r r r r ) 

• n exp [lr i n (lr + a;) + a ; i n [(/,. + a;)/a;] - lr] exp (.v2 in N 2 - N 2 ) . 

(V, —2 t. I f v v l t ir r> i\ lt 
A ' 

< i V 2 ( l n i V 2 - l ) , (24) 

D ie se r A u s d r u c k ist n ich t ohne w e i t e r e s ver-
w e n d b a r . Mit s e i n e r U m f o r m u n g f ü h r e n w i r da s 
zwei te N ä h e r u n g s p r i n z i p ein. E s bes teht im 
wesen t l i chen d a r i n , d a ß w i r bei d e r A b z ä h l u n g 
der K o n f i g u r a t i o n e n f ü r gegebene l r die Bed in -
g u n g k o n s t a n t e r l t. n u r f ü r die Z a h l de r s ta t i s t i -
schen Ind iv iduen , abe r n ich t f ü r den S t ö r u n g s - F ü r verdünnte Lösungen ist die Gült igkei t dieser 
effekt b e r ü c k s i c h t i g e n . D i e a n a l y t i s c h e n Bedin- Beziehungen ohne weiteres ersichtlich. Um die Ver-

A ' < 1 . (25) 

g u n g e n d a f ü r l a u t e n 

iV,. + A . 1 l ' i In 
K .—2 t. I +A' Ii tr r ' t 

(N. — 2t. I + A') , 
f v i « i r r ' t'~ r 

hältnisse bei höheren Konzentrat ionen zu überblik-
ken, schreiben wir zunächst den expliziten Ausdruck 
fü r Ai an. Er lautet, wenn q t die mit t lere Zahl der 
freien (d. h. von LM-Molekülen besetzten) Gitter-
nachbarn eines Moleküls der Komponente i f ü r ge-



gebene l r ist und über die Konfigurationen der Gruppen gemittelt wird, 

A ' = (N + 2 n., X,.,) f(z).— h (n.. + q.) o'.. X\.. + ~ 2 a'... (A'„ — 2 ' 1 . . . K . —2 t. I , X , / ) 
i \ 2 1 i I i ' ! \ 't I , v I ' vi Ii 1 9 , n v 11 I r r ' Ii tr r ' 2 ' >•/ i L i " t r r 

• »., (iV, ..— 2 t, l ) + ~ 2 a ' . ( K . — 2 t . l , ..X.,— 2 t , 1 , V , l ) n 11 / » . , (26) 
t \ 1i i r r ' ' <•) i r* 11 I r r ' Ii irr' 2 ' r' r r I ' > i ' v ' r — R r r J 

wo die und a ' ( . . . ) f ü r konstante bestimmt sind. 
Man sieht sofort, daß f ü r große kompakte Moleküle 
n i > cji und a ' , ; / ( . . . ) a, , '(•••) ist. Schließlich ist 
bei höheren Konzentrationen u',-,•(...) ci'a'ti'ri s o 

i' 
daß man unbedenklich (23) als e r fü l l t ansehen kann. 
Bei Fadenmolekülen liegen die Verhäl tnisse insofern 
ungünst iger , als hier in verdünnter Lösung qi > n,-
ist. Da jedoch mit wachsender Konzentration im Mit-
tel lr und tjr wachsen, nimmt qi im Mittel ab. Hier 
gilt ferner 

«,,(...)<<,,(...) <(2-2) «„,(...), 

anderersei ts aber 

a'. (...)< 2 af.,{. . .)t, , 
ir \ / ti' \ / i'r ' i' 

so daß eine wenigstens teilweise Kompensation statt-
findet. Schließlich ist zu beachten, daß, wie demnächst 
gezeigt wird, die a ( . . . ) mit wachsender Konzentra-
tion s tark abnehmen. Die Verwendung von (23) er-
scheint daher auch f ü r diesen Fall gerechtfer t igt . Bei 

einem Gemisch von Monomeren verschwinden alle 
aa> (. . .), die a'n' ( . . . ) und a \ r ( . . . ) sind relat iv klein, 
ferner ist nt- = 1 und in verdünnten Lösungen qt = z. 
In konzentr ier teren Lösungen nimmt dieser Wer t 
wieder s tark ab, so daß man mit (23) rechnen kann. 
(24) beruht auf einer mit dem quadratischen Glied 
abbrechenden Reihenentwicklung des zweiten Loga-
rithmus (das l ineare Glied verschwindet wegen des 
folgenden Summanden). Bei Hochpolymeren unter-
liegt dieses Ver fahren und die Gült igkei t von (24) 
keinen Bedenken, da hier in dem betrachteten Ivon-
zentrationsbereich stets iVi ,<A r

2 ist. Bei Monomeren 
gilt dies, wenn man Nn — S t i r K Nu voraussetzen 

r 
kann, was bei höheren Konzentrat ionen f ü r die Mehr-
zahl der Konfigurat ionen zut r i f f t . Die Gül t igkei t von 
(25) beruht darauf , daß notwendig l r <€ Nu ist. 

Es kann somit gesagt werden, daß die Gült igkeit 
der obigen Voraussetzungen über den Bereich der 
verdünnten Lösung hinausgeht . Eine allgemeine 
Grenze dafür kann jedoch na turgemäß nicht ange-
geben werden. Diese F rage kann nur f ü r den kon-
kreten Einzelfall entschieden werden. 

Auf G r u n d der V o r a u s s e t z u n g e n (23), (24), (25) k ö n n e n w i r f ü r den L ö s u n g s f a k t o r s c h r e i b e n 

e x p \2 Xu In (Nu + A,) + v A f In [(Xu + A J / A j 
{ i i 

+ X2 i n X2 2 x u - X A n (X1. + A . ) —
N K r • 

D a m i t w i r d 

Z = exp |2" Xu In ( X u + A.) + 2 A, In [(Ku + A . ) j A . ] 

+ X2 In X2 2 Xx. — iVT
2| 

(27) 

n r x : - 2 t . / ) ! n r i x, 

H i e r ist in jedem S u m m a n d e n u n t e r dem S u m m e n z e i c h e n w e n i g s t e n s ein l r 4= 0 u n d 

Y. — 

4 «/r- 1 
' a ; 

a r 1 1 ( i Y l i + 

(28) 

A'0 ist e ine w i l l k ü r l i c h e K o n s t a n t e der G r ö ß e n o r d n u n g A"9. f ü r we lche w i r die L o s c h m i d t s c h e Z a h l 
se tzen k ö n n e n . F ü h r e n w i r Gl . (28) u n d die mit B e n u t z u n g der S t i r l i n g s c h e n F o r m e l u m g e f o r m t e 
Gl . (13) in Gl. (18) ein. so folgt 
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B ( T ) = exp ( - E J k T) f** + 2H<"» exp Nu In (Nu + + 2 A£ In [(Nu + A.)/ A.] ^ 

+ In E 
n ( N u - i t i r i r ) \ n n x ( ~ -r i 

'0 

Dabei sind jetzt im ersten Summanden alle = 0 . W i r setzen nun 

.TIN l Ux 
l r 

V ' " - . — = exp ( x 0 g) (SO) 
2-1 ? (Zu,.-.1)1,. 

Tl(N., — 2t._l_)\nir\N<i
r 1 

und erhal ten als allgemeinen A u s d r u c k f ü r die Ver te i lungsfunkt ion der potentiellen Energ ie des Ge-
samtsystems 

B ( :T) = exp ( - EJ Je T) f**+ 1 ' exp ^ Nu In (Nu + A(.) + I A£ In [(iV^ + A ^ / A J ( g j ) 

+ iV2 In iV2 - 2 Nu - AT
2j exp (XQ g) . 

d) D i e E r m i t t l u n g d e r F u n k t i o n g " " ~~ 
W i r suchen die Wer te dieser F u n k t i o n f ü r alle 

Um einen analyt ischen Ausd ruck f ü r die F u n k - y. — \ E s ist zunächst 
tion g zu finden, bedienen wi r u n s einer Methode, 
die von U r s e l l 2 5 in die Gastheor ie e ingeführ t 1 dE _ / I dyir ^ ^ ^ 
wurde und die wi r f ü r beliebig viele Komponen- XQ 

ten verallgemeinern2 6 . Die Benu tzung dieser Me-
thode stellt das drit te Nähe rungsp r inz ip unse re r ^ i r setzen 
Rechnung dar . 'Ji = exp (34) 

W i r füh ren zunächst f ü r jedes N1 eine Hilfs-
variable yt ein und schreiben die Summe der und führen den Operator 
Gl. (30) 1 . v d 

F(xr, y) ( 3 2 ) ^ 

Nu-Htirlr Ir -S Xli 
U(yi N0) r U(nrN0) n(NU\)N0

 1 ein. Dann ist 

~ n ( N u - 2 t i r i r ) \ n n ^ ' . l ^ . + d \ k
 F = N

k
 F i r r \(k. lJ 11 (36) 

Aus Gl. (33) und (34) erhäl t man 

1 dE ( 1 d tir-1] ( 1 d 1 \ 1 d 

A u s Gl. (36) und (37) folgt 

1 dE W T / ^ ö'\ 1 6 t \ l N i t Ö> \ F (38) 
V I T = 6 X p 2 - 1 1 V X iV - " ' L v ~~ X X \ X X J • ' 

A 0 (Mr i I \ ^>0' » 0 0 o' v " 0 o' 

Setzen w i r jetzt alle yi = 1 bzw. alle zt = 0 und benützen Gl. (30), so wird 3g _ „ lNU t , r - i t<-\ _ J . _ J, „ _ f> \ t5> = — 6,g- v ) . . . | v 1 - i - - 6 , 9 - V h r - M ' (39> 

25 H. D. U r s e l l , Proc. Cambridge philos. Soc. 2,5 Für zwei Komponenten findet sich die Rechnung 
23, 685 [1927]. bei U r s e l l 2 5 . 



Wo die 8t. auf a l le r ech t s von ihnen s t ehenden 
F u n k t i o n e n w i r k e n . W i r v e r n a c h l ä s s i g e n jetzt die 
S u m m a n d e n (tir — 1 ) / A 7

0 u s w . u n d IJN0. D a n n 
folgt 

(40) 

W i r def in ieren jetzt eine n e u e G r ö ß e 

V 
h. — ö. 

D a n n ist n a c h Gl. (35) u n d (40) 

h.= — 2 t. x II h. ir 

i V i r r i 

u n d w i r e r h a l t e n 

dg 
chi.. 

=- n K 

(41) 

(42) 

(43) 

D iese pa r t i e l l en D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n s ind 
u n t e r de r V o r a u s s e t z u n g (42) f ü r die R a n d b e d i n -
g u n g g = 0 , x r = 0 zu lösen. Die R a n d b e d i n g u n g 
f o r m u l i e r t die bere i t s f r ü h e r 2 7 in der t h e r m o d y n a -
m i s c h e n T h e o r i e der So lva ta t ion benu tz te Ta t -
sache , d a ß f ü r T — oo die So lva ta t ion v e r s c h w i n -
det. Die L ö s u n g w i r d in de r W e i s e d u r c h g e f ü h r t , 
d a ß m a n z u n ä c h s t a u s Gl. (42) die \ in s u k z e s -
s iver N ä h e r u n g a l s E e i h e be rechne t u n d jewei l s 
d iese W e r t e in die Gl. (44) e insetz t . D a m i t ist 
gezeigt , d a ß die D a r s t e l l u n g Gl. (30) mit beliebi-
g e r N ä h e r u n g mögl i ch ist. 

e) D e r G ü l t i g k e i t s b e r e i c h 
d e r T h e o r i e 

D a n a c h den E r g e b n i s s e n des v o r h e r g e h e n d e n 
A b s c h n i t t e s die h i e r en twicke l t e Methode d a s be-
t r ach t e t e P r o b l e m nicht in ge sch los sene r F o r m , 
s o n d e r n a l s e ine n a c h P o t e n z e n der K o n z e n t r a -
t ion f o r t s c h r e i t e n d e R e i h e n e n t w i c k l u n g löst, ist es 
z w e c k m ä ß i g , h i e r k u r z die F r a g e n a c h dem Gül -
t igke i t sbe re ich der T h e o r i e zu e r ö r t e r n . Sowei t es 
s i ch dabei u m die B e n u t z u n g des Gi t t e rmode l l s 
hande l t , ist d ieses P r o b l e m k ü r z l i c h von O r r 8 

d i sku t i e r t w o r d e n ; w i r wo l l en d a h e r an d iese r 
Stelle n ich t d a r a u f e ingehen , s o n d e r n u n s auf die 
F r a g e b e s c h r ä n k e n , f ü r we l chen K o n z e n t r a t i o n s -
be re ich die T h e o r i e a n w e n d b a r ist u n d wiewei t 

27 A. M ü n s t e r , Z. Naturforschg. 2a, 284 L1947]. 

m a n d a s b e s c h r i e b e n e N ä h e r u n g s v e r f a h r e n for t -
zuse tzen ha t . 

A m A n f a n g w u r d e fes tgese tz t , d a ß die a l s L M 
beze ichne te K o m p o n e n t e zu m e h r a l s 50 % der 
G e s a m t m a s s e v o r h a n d e n se in soll . I n I c h a b e n 
w i r diese V o r a u s s e t z u n g z u r R e c h t f e r t i g u n g eini-
ger w e s e n t l i c h e r V e r e i n f a c h u n g e n benu tz t . T r o t z -
dem s ind die G r ü n d e d iese r B e s c h r ä n k u n g p r i m ä r 
n icht m a t h e m a t i s c h e r , s o n d e r n p h y s i k a l i s c h e r 
N a t u r . Die- G r u n d l a g e n der h i e r benu tz t en Be-
t r a c h t u n g s w e i s e , die W a h l der u n e n d l i c h ver-
d ü n n t e n L ö s u n g a l s N o r m a l z u s t a n d u n d die Ab-
z a h l u n g de r G r u p p e n ge lös te r Moleküle , h a b e n 
n u r d a n n e inen S inn , wTenn d a s L M e indeu t ig 
definiert ist, w a s d u r c h die obige F e s t s e t z u n g er-
re icht w i r d . A l l e r d i n g s k a n n m a n bei s t r e n g regu-
l ä r en L ö s u n g e n leicht die F u n k t i o n e n f ü r den ge-
s am ten K o n z e n t r a t i o n s b e r e i c h e rmi t te ln , indem 
m a n die Rol le des L M u n d der ge lös ten S u b s t a n z 
v e r t a u s c h t u n d e i n m a l e t w a die L ö s u n g von A in 
B, d a n n die von B in A be t rach te t u n d evtl. im 
mi t t l e ren Gebie t in t e rpo l i e r t , wie dies in ande rem 
Z u s a m m e n h a n g s c h o n F o w 1 e r u n d R u s h -
b r o o k e 1 1 g e t a n h a b e n . 

I n der e r w ä h n t e n B e s c h r ä n k u n g liegt zweife l -
los ein Nach te i l der h i e r en twicke l t en Methode 
g e g e n ü b e r dem q u a s i c h e m i s c h e n u n d dem Betlie-
schen V e r f a h r e n . A n d e r e r s e i t s k ö n n e n n a c h d ieser 
Methode S y s t e m e behande l t w e r d e n , bei denen die 
beiden a n d e r e n völ l ig v e r s a g e n . D i e s gilt n ich t 
n u r h i n s i c h t l i c h de r z w i s c h e n m o l e k u l a r e n K r ä f t e , 
s o n d e r n a u c h im Hinb l i ck auf die Molekü lges ta l t 
u n d die Z a h l de r K o m p o n e n t e n . 

W i e wei t m a n d a s N ä h e r u n g s v e r f a h r e n von I I d 
fo r t se t zen m u ß , u m e inen vo rgegebenen K o n z e n -
t r a t i o n s b e r e i c h zu e r f a s s e n , k a n n (ebenso wie die 
F r a g e , ob die be iden e r s t en N ä h e r u n g s p r i n z i p i e n 
h i e r n o c h g ü l t i g s ind ) n u r f ü r den e inze lnen F a l l 
en t sch ieden w e r d e n ; es h ä n g t im wesen t l i chen von 
dem C h a r a k t e r de r l oka l en V e r t e i l u n g s f u n k t i o n e n 
<I>r ab . W i r w o l l e n im fo lgenden die F o r m e l n b is 
z u r I I . N ä h e r u n g en twicke ln , u m die Methode u n d 
ih re A n w e n d u n g auf k o n k r e t e F ä l l e zu ve ran -
s c h a u l i c h e n . 

f ) E n t w i c k l u n g b i s z u r I I . N ä h e r u n g 

W i r h a b e n Z w e i e r - u n d D r e i e r g r u p p e n zu be-
t r ach t en . D ie z u g e h ö r i g e n xr u n t e r s c h e i d e n w i r 
d u r c h die I n d i z e s i. %, i", je nachdem, ob g le iche 
oder ve r sch iedene Molekü le die G r u p p e bi lden. 
F ü r die A u s w e r t u n g der G r ö ß e n x.. benö t igen w i r 
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CL 
U 2 

1 

n o c h die S y m m e t r i e z a h l e n a r j e d e r G r u p p e , die Gruppe 
in T a b . 1 z u s a m m e n g e s t e l l t s ind . 

A u s Gl. (42) e rg ib t s i ch z u n ä c h s t f ü r h i a l s J 
e r s t e N ä h e r u n g 2 

h. = NUI , (44) 1 

a l s zwei te Tab. 1. Symmetriezahlen. 

h t = N J N o i l - - 2 * i i N u l N o - 2 ' * i * N i r l N J ' d i e I . N ä h e r u n g lau te t die Gl . (43) 
(44 a) 

wo die S u m m e ü b e r a l l e i mi t A u s n a h m e des jen i - = ( j y y j y , = ^ . , / J V j . (45) 
gen, auf d a s s i ch hi bezieht , z u e r s t r e c k e n ist . F ü r dx{i

 11 0 dx.v 

I n I I . N ä h e r u n g h a b e n w i r d a s Sys tem 

?g = ( N J N 0 f (1 - 2 x , N J N 0 - 2 ' x , , N J N f , 

J L - = ( X u N J N l ) (1 - 2 «14 N J S . , - r x „ N t t l i r j (1 - 2 f A V A ' o ) • 

^ L = ( ^ J A ^ d - 2 » „ N J N - r t . r W f - ( 4 5 a ) 

i i £ 

J s - = ( N J N j ( N i e I AV (1 - 2 * „ A- , / A ' 0 - 2 > x „ * „ / W „ ) 2 ( l - 2 * , „ A ^ / A T , - f ' « „ * ' „ / * . > . 

= < * „ V A ' , „ / A ' = ) ( l - 2 * i ( AT J N 0 - 2 ' X U , N J N J ( 1 - 2 * , , N J N , - 2 ' * „ N „ W 

i 

Bei der I n t e g r a t i o n ist zu beach ten , daß j ewe i l s da s Gl ied mit a ? , . . . , d i e h ö c h s t e P o t e n z von N l ( / J V 0 

fest legt , die b e r ü c k s i c h t i g t w e r d e n da r f . Al le h ö h e r e n s ind f ü r die be t re f fende N ä h e r u n g p h y s i k a l i s c h 
s i n n l o s u n d en t f a l l en . D i e L ö s u n g des S y s t e m s (45 a) laute t d a n n 

9 = 2 * t i { N J N $ + f f - x u , N u N J N l + 2 ( N J N f (*„ , - 2 * J , ) ( 4 ß ) 

+ 2'2''(N*lt N J Nl) L . - 2 X , *„ , - 1 x°,) + r r r (Nu N ^ N ^ / N ^ - x ^ . 

A u s Gl. (30) u n d (46) fo lg t mi t B e n u t z u n g von Gl. (15) u n d (28), w e n n w i r in d ieser N ä h e r u n g 

A ; / ( A 1 £ + Ai) ^ 1 se tzen 

In B (T) = - T + (N2 + 2 n. N j In ^ + 2 Nu In (Nu + A,) + 2 A, In [(Nu + A f ) / A J 

+ In N0 2 Ar , - AT2 + ± 2 2 N y , + 2 2 Nu y , 7,, ^ i 6 i i' U X I' i" (47) 

— -1 2 2 2 A r , . y„ y.„ «I'. <I' v v/ 
9 ^ 11 < i' < i" u' vi" 
6 i i' i" 

wo jetzt die S u m m i e r u n g ü b e r a l le W e r t e von i . i ' , i" ( e insch l ieß l ich i = i ' u s w . ) geht u n d ' b r a u c h 
den F a l l e insch l i eß t u s w . D i e s e F o r m gibt noch n icht die re ine P o t e n z r e i h e n d a r s t e l l u n g der Solva-



2 ii' i'i" 

(49) 

ta t ion 2 8 . U m sie zu e rha l t en , is t es no twend ig , a u c h die y t noch zu e n t w i c k e l n . D a b e i h a b e n w i r 
k o n s e q u e n t e r w e i s e n u r die S t ö r u n g I. O r d n u n g zu be rücks i ch t i gen . A u s Gl. (14) u n d (15) fo lg t d a n n 

( w e n n E nt, Qif Nu, gegen — S a f f , ne Xu, v e r n a c h l ä s s i g t w i r d 2 9 ) 

r ' = 7W + ( l + T f . « « . a ^ + X ^ ) ' (48) 

* J ' 

u n d w i r e rha l t en , w e n n w i r den a t h e r m i s c h e n Ante i l von In B(T) z u r A b k ü r z u n g mi t In B(T) .y. be-
ze ichnen , a t h 

+ 2 f f f ( e ) , (iV2 + 2 n , Nu) *»" + 4 f f f J ^ Ä ^ ^ X f 

i 
1 v 1 N .N N , , 

+ l ^ f i ' U f . + s ^ N j *'"• ~ t f ? £ * " * 

II. Übergang zur Thermodynamik. Einige Spezialfälle 

a) A b l e i t u n g d e r t h e r m o d y n a m i s c h e n F o r m e l n 

A u s Gl. (49) e rhä l t m a n die H e l m h o l t z s c h e f r e i e E n e r g i e mi t te ls der G l e i c h u n g 

4 = - " [ f ^ ( i n - ^ + l j + i ^ l n ^ + l j + l n ß ^ ) ] 

u n d d a s t h e r m o d y n a m i s c h e P o t e n t i a l de r L ö s u n g a u s 

F l = ^ l + V o P ( 1 - i x p ) 

(V0 = V o l u m e n des Sys tems , w i e A\ auf den D r u c k p ^ O bezogen , % = K o m p r e s s i b i l i t ä t ) . A l l e s wei -
te re e rg ib t s i ch d u r c h re in t h e r m o d y n a m i s c h e R e c h n u n g . 

b) S t r e n g r e g u l ä r e b i n ä r e L ö s u n g 

W i r b e t r a c h t e n e ine M i s c h u n g z w e i e r S u b s t a n z e n , deren Molekü le k u g e l f ö r m i g u n d von g le i che r 
G r ö ß e se ien. D a s P o t e n t i a l der z w i s c h e n m o l e k u l a r e n K r ä f t e sei f ü r beide k u g e l s y m m e t r i s c h , so d a ß die 
E n e r g i e in P a a r e n addi t iv ist . 

H i e r h a t B ( T ) a t h den W e r t de r idea len L ö s u n g , es ist a, = 0, nt = 1 u n d f (z)t = 1. Beze ichne t e 
die W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e e ines P a a r e s (bezogen auf EQ), so ist die l oka le V e r t e i l u n g s f u n k t i o n de? 
Z w e i e r g r u p p e n 

<i>2 - 0 [exp ( - s J k T ) FJT\ - 1] . (52) 

Setzen w i r n o c h v o r a u s , d a ß die n ä c h s t e n N a c h b a r n eines G i t t e r p u n k t e s n i ch t se lbs t n ä c h s t e Nach -
ba rn s ind , so gilt f e r n e r f i i r die D r e i e r g r u p p e n 

<I>3 = 2 z { z - 1) [exp ( - 2 e j k T) ( T J £ x y — 1] . (52 a) 

D a m i t w i rd , w e n n w i r EQ = ~{N1 % + A r
2 e22) u n d + = se tzen . 

2 J i e t h e r m i s c h e n Glieder werden zweckmäßig erst in den thermodynamischen Formeln entwickelt . 
-H Bei hochpolymeren Kugelmolekülen ist dies nicht zulässig. 

(50) 

(51) 



M E C H A N I K R E G U L Ä R E R U N D I R R E G U L Ä R E R L Ö S U N G E N 169 

FL=kT Ja; I n ^ ^ r + N2 I n ~ ^ In Gx v, - N% In G2 r2 

7 ¥ c I ¥ c ~ A7"2 
+ T - y [ß XP e * l k T ) r>lri ~ ^ 

2 N3 

~ 3 ~ 1 } (jVt + iV,)» [ e x p 2 £ > / k T ) W W ~ ^ ( 5 3 ) 

+ y [ e x p 2 e * , k T ) - 2 e x p s * / k T ) ^ + y } • 
Dabei haben wir der Einfachheit halber A°L = FL gesetzt, da das Druckglied hier ohne Interesse 

und auch praktisch meistens ohne Bedeutung ist. Aus (53) folgt für die freie Energie der Verdün-
nung mit Gl. (16) und e2/k = E.J R 

Afi2 = RT [in (1 - + *J f [exp ( - EJET) FJI\ - 1] + ^ (* - 1) 
l Z 3 (54) 

I z 
.[exV(-2EJJ<T)(Tjrif-l]-»lY[exV(-2EJliT)(fJTiy-2exV(-EJRr) T2/T1 + 1] 

und hieraus für die Verdünnungswärme 

M = ~ - f E2 exp ( - EJJR T) (TJTJ xf 
Z (55) 

- J [ y * (s - 1) - z2] E2 exp ( - 2 E2/ET) (T2/I\f + z2 E2 exp ( - EJET) T2/I\ J . 

Wenn E2<kT ist, können wir die Exponentialfunktionen bis zum kubischen Glied entwickeln 
und erhalten dann, wenn wir noch F., äs setzen. 

AH2 — ^E2[\-EJRT+^ (E2 / ETf - . 1 (E2 /ET)3] - J|- s (z - 1) E2 [ l - 2 E2 ¡RT 

+ 2 (E2 / E Tf - | (E21E T)3] + E21E2 / ET 1- (E, / ETf + ~ (E2 / ET)3 |J . (55 a) 

Die Reihenentwicklung nach der Betheschen und quasichemischen Methode wurde von O r r 6 angegeben. Sie 
lautet in unserer Schreibweise 

11 _ EJET- - 1 {JE,/ET)*] E2 [4 E2/ET + 6 (E2/ETf] . (55 b) Alh = — YE2 

Man sieht, daß für kleine E2 und x t (I. Näherung) beide Theorien zu dem gleichen Ergebnis führen, das 
bereits über die Ansätze von H e i 11 e r 30, H i 1 d e b r a n d 1 und S c a t c h a r d 31 hinausgeht, welche ge-
wissermaßen die nullte Näherung darstellen. Bei den höheren Gliedern zeigen sich starke Unterschiede, 
deren physikalisch wichtigster darin besteht, daß nach 0 r r das Vorzeichen derselben unabhängig von dem 
Vorzeichen der Wechselwirkungsenergie E2 ist. Bemerkenswert ist ferner die Tatsache, daß in Gl. (5'5a) auch 
die höheren Potenzen von Ki Glieder mit E2 enthalten, während in Gl. (55b) das niedrigste Glied des kubischen 
Terms proportional El I RT ist. Dies hat zur Folge, daß für E2 < RT das in x± quadratische Glied hier bei 
weitem überwiegt. 

Wir wollen nun an dem einfachen Beispiel der streng regulären Lösung noch kurz die Bedeutung 
der Funktionen T erläutern. Dazu wählen wir für die zwischenmolekularen Schwingungen das E in -

30 W. II e i 11 e r , Ann. Physik 80, 630 [1926]. 31 G. S e a t c h a r d , Chem. Reviews 8, 321 [1931]. 
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st e i n sehe Modell der Plancksehen Oszillatoren. Dann wird (h = Plancksches Wirkungsquantnm, 
v = Frequenz) 

Setzen wir v„ = + Av, so haben wir in den lokalen Verteilungsfunktionen Exponenten der Form 

E, + 3 k T In V l + A v /•;, + 3 k T 
2 1 /' v, 

k T k T 

Der Ausdruck r . , / r ist somit temperaturunabhängig, was wir oben schon benutzt haben. Die Be-
dingung für die bisher benutzte Näherung lautet 

E2 > k T — . (57) 
n 

Dieses Ergebnis läßt sich auch aus der Betrachtung eines einzelnen Oszillators ableiten, wenn man E2 als 
Änderung der potentiellen Energie der Ruhelage auffaßt und beachtet, daß k T die mittlere statistische 
Energie eines Oszillators ist27. 

c) M o n o d i s p e r s e L ö s u n g h o c h p o 1 y m e r e r F a d e n m o l e k ü l e 
Dieses Problem ist an anderer Stelle32 ausführlich behandelt worden. Wir können uns daher hier 

auf die Wiedergabe der wichtigsten Formeln beschränken. Man erhält für die freie Energie der Ver-
dünnung 

A ß , = - R T ^ j l + 1 [ „ . n - * , ] - ^ 

+ y [2 ß » a + 2 « > * - 2 7 W + JW *} ~ W * • I v i ' 
für die Verdünnungsentropie 

^ = * * j l + : [«,» - ^ (*. + 7 f!/)] V, + 4 12 ß n> + | «; ^ 

1 . . . . a w L + t ^ A + 2 ( * » + 2 T (I» 2 U + T ^ A I A 

2f(z) » r2 + dT) r f(zf \2 ' 2 dT) 3f{zf \ ' + BT)J ' 

für die Verdünnungswärme 
A h2 = 

_ RT^ jd*, 1 _ 4 ^ i } 
2f{z) x \dT L 2 n dT f{z) 2 dT 3 f(z) dT J ' ' 

wo a„ der Störungsparameter und ß der Koeffizient des linearen Gliedes in der Entwicklung der „Stö-
rungsfunktion" x ( . . . ) ist. 

d) P o l y d i s p e r s e L ö s u n g h o c h p o 1 y m e r e r F a d e n m o 1 e k ü 1 e 
In diesem Falle unterscheiden sich die gelösten Komponenten nur durch den Polymerisationsgrad 

n, den wir daher als Index an Stelle von i einführen. Wir definieren ferner die Verteilungsfunktion 
der Polymerisationsgrade durch die Gleichung 

32 A. M ti n s t e r , Kolloid-Z. (im Druck) . 



wo N die gesamte Molekülzahl der Fadenmoleküle ist. W i r können dann die einzelnen Summanden 
der Gl. (49) als Funk t ionen der stetig veränder l ichen Größen n, n', n" auf fassen und die Summen 
durch Integrale ersetzen. Definieren w i r den mitt leren Polymer isa t ionsgrad n durch die Gleichung 

n — f n f(n) dn , (62) 
ö 

so nimmt Gl. (49) die Gestalt an : 

CO o o 

l n B ( T - ) = In B ( 2 \ l h + y - j - ^ L ^ - J J f(") * „ , dn dn' 

0 0 oo oo oo 

4- — N* - I f f f(ri) a , -C^v" n" f(n") $ ,dn dn'du' + 4 (N. + n X j ' J J J ' 1 j f{z)n, } »" 
0 0 0 

oo co oo 
iY? r r C f(n) dn dn' dn> 

6 (N. + nNJ J J J ' w f(z)n, f(z)H 
0 0 0 

oo oo co 

f C f f In) f ( ; n f ) * . „dn dn' dn' < \ / f l 1 1 ii n n" 2 (JV. + n J V ^ J J J / w f(z)n 
0 0 0 

D a r a u s folgt mit Gl. (51) f ü r die f re ie Energ ie der Ve rdünnung U\ = j 

oo OO CO CO 

A^ = - B T U + y [ I j a „ n ' f ( n ) f ( n ' ) d n d n f j f ( n ) - f ^ •t^.dndn' ] 

+ 2 

0 0 0 0 
oo oo co 

1 r 1 1 1 l2ß+l-a^n'n" f in) f(n')f in") dndn'dn' 

0 0 0 
oo oo co 

i r r r*, ^ 

0 0 0 
co co oo 

+ f f f f(n) ^OhX - C * , * , „ dn dn' dn' 
J J J f(*)« f(A" n n n n 

0 0 0 co oo oo 

0 0 0 

(63) 

i - M / / » «M, - g ^ n " f {n") *Mfl, dn dn' dn" (64) 

Es ergibt sich somit, daß die thermodynami- eingeführte dre iparametr ige Funk t ion gute Dienste 
sehen Eigenschaften der Lösungen hochpolymerer leisten. 
Fadenmoleküle im allgemeinen von der Poly- In einem Spezialfall läßt sich al lerdings zeigen, 
dispersität abhängen. Die Ver te i lungsfunkt ion daß zum mindesten die I. Nähe rung (der in 
f (•n) kann in gewissen Fäl len theoret isch be- quadrat ische Term von A[A2) n u r von dem durch 
rechnet und allgemein experimentell (aus F r a k - Gl. (62) definierten mittleren Polymerisa t ions-
t ionierungs- oder Sedimentat ionsversuchen) er- grad, aber nicht von den Einzelheiten der Vertei-
mittelt werden. Im letzteren Fal le dür f te zu ih re r lung abhängt ( fü r die athermische Lösung wurde 
analytischen Fo rmu l i e rung die von J u l i a n d e r 3 3 dies schon f r ü h e r nachgewiesen3 4) . Nimmt man 

33 I. J u l i a n d e r , Ark. Kemi Mineral. Geol., 34 A. M ü n s t e r , Z. Naturforschg. 2a, 272 [ 1947]. 
Ser.A, 21, Nr. 8 [1945], 



n ä m l i c h an . d a ß die F a d e n m o l e k ü l e s t a r r s ind 
u n d E2 + k T Av/vj r,2 > 0 ist. so gilt 

* n « = — 2) » n ' [exp ( - r h / k T) - 1] . (65) 

E s ist d a n n f ( s ) = z, u n d m a n e rhä l t a l s I . N ä h e -
r u n g 

In B (T) = In B ( T U ( 6 ß ) 

1 C n K ) 2 z — 2 r 

+ y V ^ V [ « P ( - % IkT) - 1 ] . 

35 G. V. S c h u l z , Z. physik. Chem., Abt. A, 176. 
317 [1936]. 

Die obigen V o r a u s s e t z u n g e n t re f fen n ä h e r u n g s -
weise bei dem Sys t em Ni t roce l lu lose -Ace ton zu. 
M e r k w ü r d i g e r w e i s e sche in t dies der e inz ige F a l l 
zu sein, in we l chem das P r o b l e m exper imente l l 
u n t e r s u c h t w o r d e n ist . G. V. S c h u l z 3 5 f a n d in 
der Ta t , d a ß zwei P r o d u k t e von ve r sch iedene r 
P o l y d i s p e r s i t ä t , a b e r g le ichem mit t le rem Moleku-
l a rgewich t , den g le ichen V e r l a u f des osmot i schen 
D r u c k e s zeigen. 

Der Gesellschaft der Freunde der Univers i tä t 
Heidelberg danke ich f ü r die Gewährung eines For-
schungsstipendiums. 

Isotopenverschiebung beim Cadmium durch Ionenwanderung 
in geschmolzenem Cadmiumchlorid 

V o n A L F R E D K L E M M , H E I N R I C H H I N T E N B E R G E R u n d W A L T E R S E E L M A N N - E G G E B E R T 

Aus dem Kaiser-Wilhelm-Insti tut f ü r Chemie, Tailfingen 
(Z. Naturforschg. 3a, 172—176 [1948]; eingegangen am 27. Februar 1948) 

An der Grenze zwischen LiCl und CdCl2 wurde durch elektrolytische Ionenwande-
rung (Dauer 50 h, Stromdichte 5,5 A/cm2, Trennst recke 13 cm, Tempera tur 630° C) die 
Isotopenvertei lung beim Cd zugunsten der leichten Isotope verschoben. Der Trenn-
faktor der besten Frakt ion (47 mg CdCl2) in bezug auf natür l iches Cd be t rug 1,046 
f ü r 1% Massenunterschied, also 1,5 f ü r die Isotope 106Cd und 116Cd. Als Masseneffekt er-
gab sich n = In (Hc /*w) / In O'm/fcm) == — 0,067 und als Vervie l fachung (Trennstufen-
zahl) 67. 

In e iner A p p a r a t u r a u s S u p r e m a x g l a s (Abb. 1) . 

die s ich von e iner f r ü h e r b e s c h r i e b e n e n 1 n u r 
d a d u r c h un t e r sch i ed , d a ß sie e twas l ä n g e r w a r 
( T r e n n r o h r 25,5 cm stat t 22,5 cm), w u r d e die Ket te 
A n o d e n k o h l e n — C d C l 2 — L i C l — P b C l 2 — K a t h o d e n -
k o h l e bei 630 ° C zwei T a g e l ang mit 95 V u n d 
550 m A e lek t ro lys i e r t . A l s D i a p h r a g m a im T r e n n -
r o h r (4 mm I n n e n d u r c h m e s s e r ) diente wieder 
Q u a r z p u l v e r B 9 ( K o r n d u r c h m e s s e r 0.1 mm) in 
lose r P a c k u n g . D e r s t r o m d u r c h f l o s s e n e Quer -
schni t t im T r e n n r o h r b e t r u g demnach e twa 0.1 cm2 , 
die S t romdich t e 5,5 A / c m 2 u n d die V e r s c h i e b u n g 
des C a d m i u m s re la t iv z u m C h l o r e twa 3 m. A n der 
K a t h o d e w u r d e w iede r P b C l verwendet , wei l 
k a t h o d i s c h abgesch i edenes L i das G l a s ze r s tö ren 
w ü r d e u n d zudem die P b - A b s c h e i d u n g s e h r be-
quem ist. D a eine A n r e i c h e r u n g der le ichten Cd-
Iso tope beabs ich t ig t w a r . w u r d e die G r e n z e zwi-
schen L iCl u n d CdCl„ im T r e n n r o h r so gelegt, daß 

1 A. K l e m m , H. H i n t e n b e r g e r u. Ph. H o e r -
n e s , Z. Naturforschg. 2a, 245 [1947]. 

der g r ö ß e r e Tei l des T r e n n r o h r e s mit CdCl 0 ge-
fü l l t w a r . 

Der 42 cm lange elektrische Ofen hatte 42 mm 
Innendurchmesser und bestand diesmal aus nur zwei 
ineinandergesteckten Supremaxrohren , von denen 
das innere mit Chromnickelband bewickelt war. Im 
Dauerbetr ieb hielt der Ofen bei einer Leis tungsauf-
nahme von 1,6 K W das LiCl (Schmp. 6140 C) ge-
schmolzen. 

E twas schwierig war bei diesen Trennversuchen 
immer das Fül len der Appara tur . Nach manchen Vor-
versuchen hat te sich folgendes Fü l lver fahren be-
währt, das bei dem mitgeteil ten Versuch auch im 
wesentlichen eingehalten werden konnte: Die ver-
schiedenen Niveaus, bis zu denen die Appara tur zu 
füllen war, wurden vorher mit Wasser festgestel l t 
und angemerkt . Dann wurde die Appara tu r mit 
Chrom-Schwefelsäure gereinigt und samt der Katho-
denkohle bei 650° C und 2 mm Hg-Druck getrocknet. 

Wenn man Stücke von wasserfre iem LiCl, CdCl2 
oder PbCl2 aus einer Pulverflasche in ein Rcagensglas 
brachte, dann schmolz und evakuierte, so stiegen in der 
Regel bei 100 bis 10 mm Ilg aus den Schmelzen Gas-
blasen auf. Die Blasenbildung hörte aber wieder auf 
und man erhielt schließlich alle drei Schmelzen auch 


